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О ВНУТРЕННИХ КРИВИЗНАХ 1-го И 2-го ТИПОВ 

НА РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПЛОСКОСТЕЙ 
 

В многомерном проективном пространстве рассмот-
рено распределение плоскостей. Произведено внутрен-
нее композиционное оснащение этого распределения. 
Доказано, что это оснащение индуцирует в главном рас-
слоении внутренние кривизны 1-го и 2-го типов. 
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В работе индексы принимают следующие значения: 

 I ,... 1,n; i,... 1,m; a,... m 1,n.     

Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвиж-
ному реперу I{ A,A }  с деривационными формулами 

 I J
I I I I J IdA A A , dA A A A          

и структурными уравнениями Картана 

 I J I
JD ,     J

I I JD ,      

 J J K J J K
I I I K I KD .              

В проективном пространстве nP  продолжим исследование 
распределения m-мерных плоскостей NSn. Структурные урав-
нения распределения имеют следующий вид: 

 a a J
i iJ ;     (1) 

 a a K
ij ijK    , a a j a a K

ib ij b b i ibK ,           (2) 

 a a b a a k a k
ij ij ij b ik j kj id           . 

С распределением nNS  ассоциировано [1; 2] главное рас-

слоение nG(U )  с базой nU  — областью проективного про-

странства nP , описанной центром плоскости *
mP . В этом рас-

слоении способом Г. Ф. Лаптева (приемом Ю. Г. Лумисте) за-
дана связность полем объекта связности i

jK iJ{ , ,    
a i
bI aJ aI, , }   , компоненты которого удовлетворяют диффе-

ренциальным уравнениям [1], в частности: 

 i i i I
jk jk jkI ,      i i k i i I

ja jk a ja jaI ,         
k J

ij ij k ij ijJ ,        j j J
ia ij a ia j ia iaJ ,             (3) 

 a a a J
bi bi biJ ,      a a i a a I

bc bi c bc bcI        ,… 

Объект связности Г содержит ряд подобъектов [1; 2]. Оп-
ределен объект кривизны i i i

jkl jka jabR { R ,R ,R ,...}  связности Г, 
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чьи компоненты выражаются через компоненты объекта Г и 
их пфаффовы производные, например: 

 i i i a s i
jkl j [ kl ] ja [ kl ] j [ k sl ]R ,        i i k i

jab j [ ab ] j [ a kb ]R ,     

 i i i i b l i
jka jka jak jb ka j [ k la ]

1
R ( ) ,...

2
          

Объект кривизны R связности Г является тензором и содержит 
ряд подтензоров, соответствующих подобъектам объекта 
связности Г. 

Будем предполагать, что существует нетривиальный отно-
сительный инвариант I, построенный из компонент фундамен-
тального подобъекта 1-го порядка a

ij{ } , то есть a
ijI I( ),  

дифференциальные уравнения которого имеют вид [3]: 

 i a K
i a Kd ln I 2( n m ) m I .       

К распределению плоскостей присоединим подобъект 1-го порядка 
a

ij{V }, компоненты которого — частные производные логарифма 

инварианта по компонентам фундаментального подобъекта a
ij : 

 ij
a a

ij

ln I
V .







 

Этот объект является тензором, и мы будем называть его об-
ращенным тензором [3] 1-го порядка распределения nNS .  

Ранее произведено [4] композиционное оснащение распре-
деления NSn, состоящее в задании на нем аналогов плоскостей 
Картана и нормалей 2-го рода Нордена 

 Сn-m-1: 
*
mP   Cn-m-1 = Pn, Nm-1: А  Nm-1 = *

mP  

и определяемое полем квазитензора ={ i
a , a, i}. Доказано [4], 

что распределение nNS  и его композиционное оснащение инду-

цируют в расслоении nG(U )  связности 1-го 
01

  и 2-го 
02

  типов с 

компонентами, определяемыми, в частности, по формулам 

(4) 
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0 i a i i i

jk jk a j k k j ,          
1

a
ij ij a i j ,       

 
02

a k
ij ij ij a k i j2 ,         … 

Построены кривизны 1-го и 2-го типов, порожденные связно-
стями 1-го и 2-го типов, то есть получены охваты компонент тен-

зоров кривизны 
01

R  и 
02

R  объектами связностей 
01

  и 
02

 , а именно: 

 
0

a i i ii
jkl j [ k al ] j [ kl ] [ k jl ]R t t t ,      

01
a

ijk i [ j ak ] i[ k j ] i [ jk ]R t t t ,      

 
02 0 l a

ijk ijk l [ jk ] iaR R ,   
02 0 0 ii b i l b i

ajk ljkajk b a [ jk ] abR R R ,        (6) 

где компоненты тензора неспециальных смещений t [4] выра-
жаются по формулам 
 i i b i k i

aj aj kj b a j at ,         

 a k
ij ij ij a k a i jt ( ) ,            (7) 

 b j
ai ai ji a bt ,...      

Выражения охватов для остальных компонент тензоров кри-
визны определяются по формулам, аналогичным (6), но имеют 
более громоздкий вид. 

Замечание. Охваты компонент тензора кривизны 1-го типа 
представляют собой функции компонент тензора неспециаль-
ных смещений t, оснащающего квазитензора и фундаменталь-
ного объекта 1-го порядка распределения. 

Из уравнений (6) вытекают следующие утверждения [5]: 
Теорема 1. Неподвижность плоскости Картана и гиперп-

лоскости Бортолотти (t = 0) влечет обращение в нуль тензо-
ра кривизны 1-го типа. 

Теорема 2. В случае голономного распределения неподвиж-
ность плоскости Картана и гиперплоскости Бортолотти  
(t = 0) влечет обращение в нуль тензора кривизны 2-го типа. 

Цель настоящей статьи — построение внутренних кривизн 1-го 
и 2-го типов, порожденных только фундаментальным объектом и 
обращенным тензором 1-го порядка распределения. Для решения 
этой задачи нам необходимо охватить оснащающий квазитензор 

(5)
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 , то есть представить в виде функции ( ,V ).    В работе [4] 
были найдены охваты компонент квазитензора   и его пфаффо-
вых производных   с помощью фундаментального объекта и 
его обращенного подобъекта, а именно: 

 a b kj a
i ij ka b ia

1 1
( V ),

n m 1 n m
    

  
 

 i ji b b c lk b ji
a a jb jk lb c ja b

1 1 1
[ V ( V ) V ],

n m n m 1 n m
      

   
  (8) 

 b k i i
a ki a b ai

1
( ),

m
         a a kj b

iJ iaJ ij b kaJ

1 1
( V ),

n m 1 n m
     

  
  

 i ji b ji
aJ b jaJ a jJ

1
(V V ).

n m
    


 

Подставляя выражения охватов (8) в формулы охватов (6) и ана-
логичные им для кривизн 1-го и 2-го типов, получаем выражения 
охватов для внутренних кривизн 1-го и 2-го типов распределения 
плоскостей, которые имеют достаточно громоздкий вид. 

Теорема 3 [6]. Распределение nNS  и его внутреннее ком-
позиционное оснащение индуцируют в ассоциированном рас-
слоении nG(U )  внутренние кривизны 1-го и 2-го типов. 
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ОБОБЩЕНИЕ ВНЕШНЕГО ДИФФЕРЕНЦИАЛА 
С ПОМОЩЬЮ ВИРТУАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 

 
Рассмотрено обобщение внешнего дифференциала 

и приведены некоторые его свойства. 
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Рассмотрим дифференциальную p-форму 

 
p

p

ii
i...i

p
dx...dxa  1

1
 p

p

i...i
i...i

def

dxa 1
1

 , 

где )x,x(aa j
i...ii...i pp


11

 , причем индексы принимают сле-

дующие значения: 

 n,j,i,,...i p1 1 , sn,n  1 , 11 ssn,sn  . 




