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ДВОЙСТВЕННАЯ ГЕОМЕТРИЯ СОПРЯЖЕННОЙ 

СЕТИ НА ПОВЕРХНОСТИ КАРТАНА 
 

Изучается двойственная геометрия сопряженной 
сети mΣ  на поверхности Картана mV  в проективном 
пространстве m2P . Исследования проводятся инвари-
антными методами дифференциально-геометрических 
исследований, а именно методом внешних дифферен-
циальных форм Э. Картана [7] и теоретико-групповым 
методом продолжений и охватов Г. Ф. Лаптева [3]. 

 
Во всей работе индексы принимают следующие значения: 

 ;,1,,,,;2,0, mslkjimKJ ==  

 12,1,,;2,1,, −+=+= mmwvummγβα . 

В 2m-мерном )2( ≥m  проективном пространстве m2P  рас-
смотрим поверхность Картана mV  [9], дифференциальные 
уравнения которой в репере первого порядка { }JAR =  имеют 
вид 00 =

αω . Продолжая эти уравнения, имеем k
iki 0ωω αα Λ= , 

0][ =Λα
ik . Дальнейшее продолжение уравнений приводит к сле-

дующим дифференциальным уравнениям 
 s

iksik
s
isk

s
kisikikd 0

0
0 ωωωωω ααααα

β
βα Λ=Λ+Λ−Λ−Λ+Λ ;  (1) 

здесь функции α
iksΛ  симметричны по каждой паре нижних ин-

дексов. 
В репере, отнесенном к сопряженной сети mΣ  на поверх-

ности Картана mV , справедливо 
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 0=Λα
ij , α

ββ
α δ=ΛΛ ss
ss , jik

i
kk

ii ≠=ΛΛ ,δγ
γ .  (2) 

В выбранном репере второго порядка уравнения сети mΣ  
имеют вид [1]: 

 kj
ik

j
i a 0ωω = , γ

γ jik
jjj

ika ΛΛ−= , ji ≠ .  (3) 

В работе построен тензор αb  третьего порядка: 

 k
kbbbdb 0

0
0 ωωω αα

γ
αγα =+− . 

Инвариантная гиперплоскость 12 −Π m , уравнение которой 
имеет вид 0=α

α xb , содержит касательную плоскость )( 0AmΤ  
к поверхности Картана mV  в m2P . Следовательно, справедлива 

Теорема 1. Поверхность Картана mV  в m2P  в третьей диф-
ференциальной окрестности внутренним образом порождает 
инвариантно присоединенную к ней гиперполосу mH , для кото-
рой данная поверхность Картана mV  является базисной. 

Такую гиперполосу назовем гиперполосой Картана mH , 
ассоциированной с поверхностью mV  в m2P . 

В предположении 122 −Π∉ mmA  (что равносильно соотноше-
нию 02 ≠mb ) ассоциированная гиперполоса Картана mH  регу-
лярна [2] (т.е. (m−1)-мерная характеристика 1−Πm  главной ка-
сательной гиперплоскости 12 −Π m  и касательная плоскость 

)( 0AmΤ  поверхности Картана имеют лишь одну общую точку 

0A ) тогда и только тогда, когда тензор третьего порядка 
α

α ik
m

m
ik b

b
Λ=

2

2 1M  невырожден; ниже предполагается невырож-

денность этого тензора. 
В репере { }KBR =

~  четвертого порядка, где 00 AB ≡ , 

ii AB ≡ , m
m

u
uu A

b
bAB 2
2

−= , mm AB 22 ≡ , дифференциальные урав-
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нения регулярной ассоциированной гиперполосы Картана mH  
в m2P  запишутся в виде [5]: 

 ki
vk

i
v

ku
ik

u
i

km
ik

m
i

m
v 000

222
0 N,M,M,0,0 Ω=ΩΩ=ΩΩ=Ω=Ω=Ωα .  (4) 

Продолжая уравнения системы (4), в частности, имеем 
 ( ) sm

iks
m
m

m
ik

s
i

m
sk

s
k

m
is

m
ikd 0

20
0

2
2

2222 MMMMM Ω=Ω+Ω+Ω−Ω− .  (5) 

Отметим, что: 1) совокупность функций { }m
ik
2M  образует тен-

зор третьего порядка, симметричный по индексам i, k; 
2) функции m

iks
2M  симметричны по нижним индексам. 

В работе доказана 
Теорема 2. Ассоциированная регулярная гиперполоса Картана 

mH  в m2P  в шестой дифференциальной окрестности индуцирует:  
1) проективное пространство )(P2 mm H , двойственное ис-

ходному пространству )(P2 mm H  относительно инволютивно-
го преобразования K

J
K
JJ Ω→Ω:  структурных форм Пфаффа;  

2) многообразие mH  в m2P , двойственное исходному, при-
чем его дифференциальные уравнения в тангенциальном репере 
{ }Jξ  имеют вид, аналогичный уравнениям (4) гиперполосы mH . 

Таким образом, двойственность ассоциированной гиперполо-
сы mH  в m2P  влечет за собой двойственность геометрии исходной 
поверхности Картана mV  в m2P , являющейся базисной для mH . 

Пусть гиперполоса Картана mH , а следовательно, поверх-
ность Картана mV  в m2P , нормализована в смысле Нордена — 
Чакмазяна [4; 8] полями квазитензоров 0

2 , i
i

m νν : 

 ki
km

i
m

m
m

i
m

i
k

k
m

i
m νννdν 0,22

2
2222 Ω=Ω+Ω−Ω+ ,  (6) 

 k
iki

k
ikii νννdν 0

0000
0

00 Ω=Ω+Ω−Ω+ .  (7) 

На нормализованной поверхности Картана mV  в m2P  инду-

цируется аффинная связность 
1
∇  без кручения, определяемая 
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системой форм 






 ΘΘ i

k
i

1

0

1
, , слоевые формы соответствующего 

пространства аффинной связности mm,
1
A  имеют строение [5]: 

 ( ) i
k

s
s

i
k

m
k

i
m

i
k

i
k

ii ννν 0
0

0
00

0
2

2

1

00

1
, Ω+Ω−Ω−Ω−Ω=ΘΩ=Θ δ .  (8) 

В силу двойственности нормализованной ассоциированной 

регулярной гиперполосы Картана mH  система форм 








ΘΘ i
k

i 2
0

2
,  

строения (8), где входящие в них формы Ω  и функции пишут-
ся с черточкой сверху, определяет вторую аффинную связ-

ность 
2
∇  без кручения; соответствующее пространство аффин-

ной связности обозначим через mm,
2
A . Доказана 

Теорема 3. На поверхности Картана mV  в m2P , нормали-
зованной в смысле Нордена — Чакмазяна, индуцируются две 

двойственные аффинные связности 
1
∇  и 

2
∇  без кручения. 

Так как репер R~  отнесен к сопряженной сети mΣ  на по-
верхности Картана mV  в m2P , то в силу соотношений (2) спра-
ведливо jim

ij ≠= ,0M2 . Уравнения сети mΣ  на mV  в репере R~  
записываются в виде: 
 kj

ik
j
i a 0Ω=Ω , ji ≠ .  (9) 

Уравнения «тангенциальной сети» mΣ , двойственной ис-
ходной mm V⊂Σ , в тангенциальном репере { }Jξ  имеют вид: 

 jia kj
ik

j
i ≠Ω=Ω ,0 ,  (10) 

где 
 jiaa m

jik
jj
m

j
ik

j
ik ≠+= ,MM 2

2 .  (11) 

Согласно работе [1], на любой касательной iBB0  к i-й ли-
нии сети mΣ  на поверхности Картана mV  в m2P  имеются точки 
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 jiBBaF i
j

ij
j

i ≠+−= ,0 ;  (12) 

В.Т. Базылевым [1] они названы псевдофокусами касательных 
к линиям сети mm V⊂Σ . 

Для «тангенциальной ткани» mΣ  образы ,j
iη  двойственные 

псевдофокусам j
iF  и определяемые сопряженной сетью 

mm V⊂Σ , имеют строение 

 jia i
i
jj

m
ii

jj
m

j
i ≠+= ,MM 0

2
2 ξξη ;  (13) 

они называются [5] псевдофокальными гиперплоскостями. 
Справедлива 
Теорема 4. Двойственные поля m-мерных и )1( −m -мерных 

гармонических плоскостей, определяемых, соответственно, 

полями квазитензоров ∑
−

=
≠ij

jj
m

i
jj

defi
m a

m
q 22 M

1
1 , ∑

−
−=

≠ij

j
iji a

m
q

1
10  

на поверхности Картана mV  в m2P  в третьей дифференциаль-
ной окрестности задают двойственную внутренним образом 
определенную нормализацию поверхности mV . 

Определение. Сопряженную сеть mΣ  на поверхности 
Картана mV  в m2P  назовем геодезической первого (второго) 
рода, если все направления касательных iBB0  к ее линиям пе-
реносятся параллельно вдоль соответствующих линий i

0Ω  в 

аффинной связности 
1
∇  (

2
∇ ) пространства mm,

1
A  ( mm,

2
A ). 

Определение. Сопряженную сеть mm V⊂Σ  назовем чебы-
шевской первого (второго) рода, если все направления каса-
тельных iBB0  к ее линиям переносятся параллельно вдоль лю-

бой другой линии сети в аффинной связности 
1
∇  (

2
∇ ) про-

странства mm,
1
A  ( mm,

2
A ). 

Аналитически условие геодезичности первого или второго 
рода сопряженной сети mΣ  записывается, соответственно, в виде: 
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 jiνa m
ii

j
m

j
ii ≠=− ,0M2

2 ,  (14, а) 

 jiνa i
j

ij ≠=+ ,00 .  (14, б) 

Сопряженная сеть на поверхности Картана является чебы-
шевской первого или второго рода тогда и только тогда, когда 
справедливы соответственно условия 
 ljiνa i

j
l

j
il ,,00 ≠=+δ ,  (15, а) 

 ljiνa i
m

j
l

jj
m

i
jl ,,0M 22 ≠=−δ .  (15, б) 

Справедлива 
Теорема 5. Сопряженная сеть mΣ  на поверхности Картана 

mV  в m2P  есть сеть с совпавшими псевдофокусами j
iF  (с совпав-

шими псевдофокальными гиперплоскостями j
iη ) тогда и только 

тогда, когда относительно поля ее гармонических плоскостей 0
iq  

( i
mq2 ) она является геодезической сетью второго (первого) рода. 
Замечание 1. Из соотношений (14), (15) непосредственно сле-

дует, что сопряженная чебышевская сеть mm V⊂Σ  в m2P  первого 
(второго) рода является геодезической второго (первого) рода; 
следовательно, она принадлежит к классу сетей с совпавшими 
псевдофокусами j

iF  (псевдофокальными гиперплоскостями j
iη ). 

Замечание 2. При 2=m  в четырехмерном проективном 
пространстве 4P  сопряженная сеть 2Σ  на поверхности Картана 

2V , нормализованной полями ее гармонических плоскостей iq4  
и 0

iq , является чебышевской первого и второго родов одновре-
менно, в силу замечания 1 данная сеть является также геоде-
зической первого и второго родов. 

Составим функции пятого порядка s
vk

m
si

defm
vik NMM 22 = , которые 

вместе с m
ik
2M  образуют симметричный по индексам i, k тен-

зор. Если направления касательных к линиям сети mm V⊂Σ  в 

m2P  попарно сопряжены относительно 12 −m  конусов направ-
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лений 0M 00
2 =ΩΩ kim
ik , 0M 00 =ΩΩ kiv

ik , 0M 00
2 =ΩΩ kim
vik , то, следуя 

[5], такую сеть назовем сильно сопряженной. Справедлива 
Теорема 6. Если поверхность Картана mV  в m2P  )2( >m , 

несущая сильно сопряженную чебышевскую сеть первого и 
второго родов (одновременно), нормализована полями гармо-
нических плоскостей сети, то обе внутренние геометрии 

пространств mm,
1
A  и mm,

2
A  являются аффинными (локально). 
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DUAL GEOMETRY OF CONJUGATE NET 

ON CARTAN’S SURFACE 
 
Dual geometry of conjugate net on Cartan’s surface in the  

2m-dimensional projective space is considered. 




