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Индуцированные связности двух типов 
на распределении 2-го рода 

 
В проективном пространстве ௡ܲ проведено исследование 

распределения 2-го рода, не опирающееся на геометрию рас-
пределений 1-го рода. Под распределением 2-го рода понима-
ют n-мерное многообразие многомерных плоскостей, полу-
ченное сопоставлением каждой точке пространства, не прохо-
дящей через нее плоскости. В главном расслоении, ассоцииро-
ванном с распределением, задана связность. Построено осна-
щение распределения 2-го рода, которое представляет собой 
поле плоскостей, образующих в совокупности с образующими 
точкой и плоскостью трехчленную композицию в смысле 
Нордена. Доказано, что распределение и его оснащение инду-
цируют связности двух типов в ассоциированном расслоении. 
Найдены условия их совпадения. 
 
Ключевые слова: проективное пространство, распределение 2-го 

типа, связность, оснащение 
 

1. Распределение 2-го рода 
 
Отнесем проективное пространство ௡ܲ к подвижному ре-

перу ሼܣ, ,ܫூሽ, ሺܣ … ൌ 1, ݊ሻ, инфинитезимальные перемещения 
которого определяются формулами 
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ܣ݀ ൌ ܣߠ ൅ ߱ூ	ܣூ,     ݀ܣூ ൌ ூܣߠ ൅ ߱ூ
௃ܣ௃ ൅ ߱ூܣ, 

причем формы Пфаффа ߱ூ, 	߱ூ
௃, ߱ூ удовлетворяют структур-

ным уравнениям Картана проективной группы GP(n) (см., 
например, [1]): 

ூ߱ܦ ൌ ߱௃ ∧ ߱௃
ூ,           ߱ܦூ ൌ ߱ூ

௃ ∧ ߱௃,                 (1) 

ூ߱ܦ
௃ ൌ ߱ூ

௄ ∧ ߱௄
௃ ൅ ߱ூ ∧ ߱௃ ൅ ூߜ

௃߱௄ ∧ ߱௄. 

В проективном пространстве ௡ܲ рассмотрим n-мерное мно-
гообразие ܯ௡ пар ሺܺ, ௠ܲሻ, состоящее из точки ܺ пространства 
и сопоставленной ей m-мерной плоскости ௠ܲ	ሺ݉ ൑ ݊ െ 2ሻ, не 
проходящей через точку. Многообразие ܯ௡ называют распре-
делением m-мерных плоскостей второго рода, а точку ܺ — 
центром. Впервые понятие распределения 2-го рода было вве-
дено Н. М. Остиану [2]. 

Замечание. Распределение 2-го рода ܯ௡ порождает рас-
пределение 1-го рода ܵ௡ (m + 1)-мерных плоскостей ௠ܲାଵ ൌ 
ൌ ሾܺ, ௠ܲሿ. Изучению распределения 1-го рода m-мерных плос-
костей в n-мерном проективном пространстве посвящены ста-
тьи [3; 4], а в работе [10] исследовалась коконгруэнция m-мер-
ных плоскостей, то есть комплекс, который является подмно-
гообразием многообразия Грассмана [9]. 

Произведем разбиение значений индексов 

ܫ ൌ ሺܽ, ,ܽ		:ሻߙ … ൌ 1,݉ ൅ 1തതതതതതതതതതത; ,ߙ	 … ൌ 	 	݉ ൅ 2, ݊തതതതതതതതതതതത. 

Осуществим специализацию подвижного репера, совмещая 
точку А — вершину репера с центром ܺ и помещая точки ܣ௔ в 
соответствующую данному центру m-мерную плоскость ௠ܲ. 

Уравнения распределения ܯ௡ в репере нулевого порядка 
имеют вид 

߱௔ఈ ൌ Λ௔ூ
ఈ ߱ூ,     ߱௔ ൌ Λ௔ூ߱

ூ, 

где компоненты фундаментального объекта 1-го порядка удо-
влетворяют следующим сравнениям по модулю базисных 
форм ߱ூ: 

∆Λ௔ூ
ఈ ≡ 0,			∆Λ௔ூ ൅ Λ௔ூ

ఈ ߱ఈ ≡ 0, 
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причем дифференциальный оператор ∆ действует следующим 
образом: 

∆Λ௔ூ
ఈ ൌ ݀Λ௔ூ

ఈ െ Λ௕ூ
ఈ ߱௔௕ െ Λ௔௃

ఈ ߱ூ
௃ ൅ Λ௔ூ

ఉ ߱ఉ
ఈ. 

Утверждение 1. Фундаментальный объект 1-го порядка 
Λ ൌ ሼΛ௔ூ

ఈ , Λ௔ூሽ распределения 2-го рода ܯ௡ является тензором, 
содержащим подтензор Λ௔ூ

ఈ . 
При обращении в нуль тензора Λ௔ூ

ఈ  получается вырожден-
ное распределение 2-го рода	ܯ௠

଴ , в котором плоскость ௠ܲ па-
ры ሺА, ௠ܲሻ смещается в индуцированной центрированной 
плоскости ௠ܲାଵ

଴ ൌ ሾܣ, ௠ܲሿ. 
В этом случае объект Λ௔ூ становится тензором Λഥ௔ூ ൌ 

ൌ Λ௔ூ|ஃೌ಺సబഀ , обращение которого в нуль Λഥ௔ூ ൌ 0 влечет непо-

движность плоскости ௠ܲ, поэтому вырожденное многообразие 
௠ܯ	

଴  превращается в фиксированную пару ሺܺ, ௠ܲሻ. 
 

2. Ассоциированное расслоение 
 
Над распределением ܯ௡ возникает главное расслоение 

-௡ሻ, базой которого является само распределение, а типоܯ௥ሺܩ
вым слоем — подгруппа стационарности ܩ௥ пары ሺА, ௠ܲሻ, где 
r	ൌ 	݉ሺ݉ ൅ 1ሻ ൅ ݊ሺ݊ െ݉ሻ. 

Структурные уравнения главного расслоения ܩ௥ሺܯ௡ሻ, ас-
социированного с распределением 2-го рода, состоят из урав-
нений ሺ2ଵሻ и следующих: 

݀߱ఈ ൌ ߱ఈ
ఉ ∧ ߱ఉ൅߱ூ ∧ ߱ఈூ, 

݀߱ఈ௔ ൌ ߱ఈ௕ ∧ ߱௕
௔൅߱ఈ

ఉ ∧ ߱ఉ
௔ ൅ ߱ூ ∧ ߱ఈூ

௔ , 

݀߱௕
௔ ൌ ߱௕

௖ ∧ ߱௖௔൅߱ூ ∧ ߱௕ூ
௔ ൅ ሺΛ௕ூߜ௃

௔ ൅ 

											൅	ߜ௕
௔ߜ௃

௖Λ௖ூሻ߱ூ ∧ ߱௃,                                (2) 

݀߱ఉ
ఈ ൌ ఉ߱

ఊ ∧ ߱ఊఈ൅߱ூ ∧ ߱ఉூ
ఈ ൅ ఉߜ

ఈߜ௃
௔Λ௔ூ߱ூ ∧ ߱௃, 
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где 

߱ఈூ ൌ െΛ௔ூ߱ఈ௔, 					߱ఈூ
௔ ൌ െߜூ

௔߱ఈ, 

߱௕ூ
௔ ൌ Λ௕ூ

ఈ ߱ఈ௔ െ ௕ߜ
௔ߜூ

ఈ߱ఈ, 

߱ఉூ
ఈ ൌ െΛ௔ூ

ఈ ߱ఉ
௔ െ ூߜ

ఈ߱ఉ െ ఉߜ
ఈߜூ

ఊ߱ఊ, 

причем ߜூ
ఈ, ூߜ

௔ — обобщенные символы Кронекера (см., на-
пример, [5]). 

Утверждение 2. Главное расслоение ܩ௥ሺܯ௡ሻ содержит  
4 фактор-расслоения: 	ሼ߱௕

௔, ߱ூሽ	, ሼ߱ఉ
ఈ, 	߱ூሽ ሼ߱ఈ,߱ఉ

ఈ, ߱ூሽ, 

൛߱ఈ௔, ߱ఉ
ఈ, ߱௕

௔, ߱ூ	ൟ	 над общей базой — распределением ܯ௡. 

 
3. Фундаментально-групповая связность 

 
В главном расслоении ܩ௥ሺܯ௡ሻ задается связность способом 

Лаптева — Лумисте (см., например, [6; 7]). Для этого рассмот-
рим преобразования слоевых форм:  

	 ෥߱ఈ ൌ ߱ఈ െ Гఈூ߱ூ,   ෥߱ఈ௔ ൌ ߱ఈ௔ െ Гఈூ
௔ ߱ூ,                  (3) 

෥߱௕
௔ ൌ ߱௕

௔ െ Г௕ூ
௔ ߱ூ,   ෥߱ఉ

ఈ ൌ ߱ఉ
ఈ െ Гఉூ

ఈ ߱ூ. 

Вычисляя внешние дифференциалы форм (3) с использо-
ванием структурных уравнений (1ଵ, 2) и теоремы Картана — 
Лаптева [8], получим 

ΔГ௕ூ
௔ ൅ ߱௕ூ

௔ ≡ 0,       ΔГఉூ
ఈ ൅ ߱ఉூ

ఈ ≡ 0, 

ΔГఈூ ൅ Гఈூ
ఉ ߱ఉ ൅ ߱ఈூ ≡ 0, 

ΔГఈூ
௔ െ Г௕ூ

௔ ߱ఈ௕ ൅ Гఈூ
ఉ ߱ఉ

௔ ൅ ߱ఈூ
௔ ≡ 0. 

Утверждение 3. Объект связности Г ൌ ሼГ௕ூ
௔ , Гఉூ

ఈ , Гఈூ, Гఈூ
௔ 	ሽ 

содержит 2 простейших подобъекта: ሼГ௕ூ
௔ ሽ — плоскостной 

линейной связности, ሼГఉூ
ఈ ሽ — нормальной линейной связности 

и 2 простых подобъекта: центропроективной связности 
ሼГఈூ, Гఉூ

ఈ ሽ и аффинно-групповой связности ሼГఈூ
௔ , Г௕ூ

௔ , Гఉூ
ఈ ሽ. 
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4. Композиционное оснащение 

 
Осуществим оснащение распределения 2-го рода, присо-

единив к каждой паре ሺА, ௠ܲሻ рассматриваемого семейства ܯ௡ 
плоскость ௡ܲି௠ିଶ, не пересекающую индуцированную плос-
кость ௠ܲାଵ. 

Плоскость ௡ܲି௠ିଶ зададим совокупностью точек 

ఈܤ ൌ ఈܣ ൅ ௔ܣఈ௔ߣ ൅  .ܣఈߣ

Инвариантность плоскости обеспечивается дифференци-
альными уравнениями 

Δߣఈ௔ ൅ ߱ఈ௔ ൌ ఈூߣ
௔ ߱ூ, Δߣఈ ൅ ߱ఈ ൌ  ఈூ߱ூ.            (4)ߣ

Утверждение 4. Оснащающая плоскость ௡ܲି௠ିଶ задает-
ся квазитензором ߣ ൌ ሼߣఈ௔ , -ఈሽ, состоящим из двух простейߣ
ших подквазитензоров ሼߣఈ௔ሽ	, ሼߣఈሽ, причем ሼߣఈ௔ሽ определяет 
плоскость ௡ܲି௠ିଵ ൌ ௡ܲି௠ିଶ⨁ܣ, а ሼߣఈሽ — гиперплоскость 

௡ܲିଵ ൌ ሾܤఈ,  .௔ሿܣ
Действительно, в этом несложно убедиться, задав плоско-

сти ௡ܲି௠ିଵ и ௡ܲିଵ совокупностями точек 

,ܣ Сఈ ൌ ఈܣ ൅ ,௔ܣ					;௔ܣఈ௔ߣ ఈܦ ൌ ఈܣ ൅  ܣఈߣ

и найдя условия их инвариантности. 
 

5. Ковариантный дифференциал  
и ковариантные производные 

 
Подставляя в дифференциальные уравнения для компо-

нент оснащающего квазитензора ߣ вместо слоевых форм их 
выражения через соответствующие формы связности и пере-
нося слагаемые с базисными формами вправо, получим 

ఈ௔ߣ׏ ൌ ఈߣ׏				,ఈ௔߱ூߣூ׏ ൌ  .ఈ߱ூߣூ׏
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Выражения в левых частях уравнений — ковариантные 
дифференциалы компонент оснащающего квазитензора отно-
сительно фундаментально-групповой связности с объектом Г: 

ఈ௔ߣ׏ ൌ ఈ௔ߣ݀ െ ఉߣ
௔ ෥߱ఈ

ఉ ൅ ఈ௕ߣ ෥߱௕
௔ ൅ ෥߱ఈ௔,  ߣ׏ఈ ൌ ఈߣ݀ െ ఉߣ ෥߱ఈ

ఉ ൅ ෥߱ఈ, 

а справа коэффициенты при базисных формах — ковариант-
ные производные: 

ఈ௔ߣூ׏ ൌ ఈூߣ
௔ ൅ ఉߣ

௔Гఈூ
ఉ െ ఈ௕Г௕ூߣ

௔ െ Гఈூ
௔ ఈߣூ׏  , ൌ ఈூߣ ൅ ఉГఈூߣ

ఉ െ Гఈூ 

Продолжая уравнения (4), получим дифференциальные 
сравнения на пфаффовы производные компонент оснащающе-
го квазитензора ߣ 

Δߣఈூ
௔ ൅ ఈ௕߱௕ூߣ

௔ െ ఉߣ
௔߱ఈூ

ఉ ൅ ߱ఈூ
௔ ≡ 0,  Δߣఈூ െ ఉߣ ߱ఈூ

ఉ ൅ ߱ఈூ ≡ 0. 

Доказаны следующие результаты. 
Теорема 1. Распределение ܯ௡ и его оснащение индуциру-

ют в ассоциированном расслоении ܩ௥ሺܯ௡ሻ фундаментально-
групповую связность 1-го типа с объектом  

Г
ଵ
ൌ ሼГ

଴

௕ூ
௔ , 		Г

଴

ఉூ
ఈ , Г

଴ଵ

ఈூ, Г
଴ଵ

ఈூ
௔ }, 

компоненты которого охвачены по формулам 

Г
଴

௕ூ
௔ ൌ Λ௕ூ

ఈ ఈ௔ߣ െ ௕ߜ
௔ߜூ

ఈߣఈ, 

Г
଴

ఉூ
ఈ ൌ െΛ௔ூ

ఈ ఉߣ
௔ െ ூߜ

ఈߣఉ െ ఉߜ
ఈߜூ

ఊߣఊ;                     (5) 
 

Г
଴ଵ

ఈூ ൌ െΛ௔ூߣఈ௔ െ ூߜ
ఉߣఉߣఈ, 

Г
଴ଵ

ఈூ
௔ ൌ െΛ௕ூ

ஒ ఉߣ
௔ߣఈ௕ െ ூߜ

௔ߣఈ …                        (6) 

Теорема 2. Распределение ܯ௡ и его оснащение индуциру-
ют в ассоциированном расслоении ܩ௥ሺܯ௡ሻ фундаментально-
групповую связность 2-го типа с объектом  

Г
ଶ
ൌ ሼГ

଴

௕ூ
௔ , 		Г

଴

ఉூ
ఈ , Г

଴ଶ

ఈூ, Г
଴ଶ

ఈூ
௔ }, 



Ю. И. Шевченко, А. В. Вялова 

99 

компоненты которого охвачены по формулам (5) и следующим: 

Г
଴ଶ

ఈூ ൌ ఈூߣ െ ఉΛ௔ூߣ
ఉ ఈ௔ߣ െ ூߜ

ఉߣఉߣఈ െ ூߜఈߣ
ఉߣఉ, 

Г
଴ଶ

ఈூ
௔ ൌ ఈூߣ

௔ െ ఉߣ
௔Λ௕ூ

ఉ ఈ௕ߣ െ ఉߣ
௔ߜூ

ఉߣఈ െ ఈ௕Λ௕ூߣ
ఉ ఉߣ

௔.             (7) 

Сопоставляя равенства (6) и (7), получим соотношения  

ఈூߣ ൌ Λ௔ூ
ఉ ఉߣఈ௔ߣ ൅ ூߜ

ఉߣఉߣఈ െ Λ௔ூߣఈ௔ , 

ఈூߣ
௔ ൌ Λ௕ூ

ఉ ఉߣఈ௕ߣ
௔ ൅ ூߜ

ఉߣఈߣఉ
௔ െ ூߜ

௔ߣఈ, 

которые являются условиями совпадения связностей 1-го и  
2-го типов. 
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Induced connections of two types  

on a distribution of the second kind 
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In a projective space a distribution of the second kind inde-
pendently of the geometry of distributions of the first kind is stu-
died. A distribution of the second kind is understood as an n-di-
mensional manifold of multidimensional planes obtained by as-
signing to each point of the space a plane not passing through that 
point. In the principal bundle associated with the distribution, a 
connection is given. An equipment of the distribution of the sec-
ond kind is constructed; it is a field of planes that, together with 
the generating point and the generating plane, forms a three-term 
composition in the sense of Norden. It is proved that the distribu-
tion and its equipment induce connections of two types in the as-
sociated bundle. Conditions for the coincidence of these connec-
tions are found. 
 
Keywords: projective space, distribution of the second kind, connec-

tion, equipment 
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