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Theorem 6. A necessary and sufficient condition that QF )f,М(  is com-
plete is that his standard connection Г  of events space М  is complete. 
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ПРИМЕРЫ КИЛЛИНГОВОЙ  
И КОНФОРМНО КИЛЛИНГОВОЙФОРМ 

 
§ 1. Введение и результаты 

 

1.1. Рассмотрим на n-мерном многообразии M с линейной связностью 
∇ без кручения произвольную геодезическую γ : J ⊂ R → M, отнесенную к 
аффинному параметру t. В этом случае 0

dt
d

dt
d =∇ γ
γ  для касательного вектор-

ного поля 
dt
dγ  геодезической γ. 

Дифференциальную p-форму ω ∈ MC pΛ∞  для 1 ≤ p ≤ n – 1 назовем кил-
линговой [1], если (p – 1)-форма ( )ω⊗= γ

ωγ dt
d

dt
d tracei  будет ковариантно по-

стоянной вдоль γ. В силу произвольности выбора геодезической γ послед-
нее возможно [1] тогда и только тогда, когда ∇ω ∈ MC 1p+∞Λ , что равно-
сильно выполнению уравнения 
 0)X,...,X,X()X,...,X,X( p20Xp21X 10

=ω∇+ω∇   (1.1) 

для произвольных p210 X,...,X,X,X ∈ TMС∞ . В работе [1] построен пример 
киллинговой p-формы на многообразии M с эквиаффинной связностью ∇. 
Здесь будет доказана 

Лемма. Компоненты ωi ip1 ... киллинговой p-формы ω в n-мерном аффин-
ном пространстве (1 ≤ p ≤ n – 1) имеют следующие выражения: 

 ωi i ji i
j

i ip p p
A x B

1 1 1... ... ...= + ,  (1.2) 

где Aji ip1 ... и Bi ip1 ... -компоненты постоянных кососимметрических тензоров 

A и B  в аффинной системе координат { n1 x,...,x }. 
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Уравнения (1.1) давно и хорошо известны (см., напр., [2]) на (псев-
до)римановом многообразии (M, g) под названием уравнений Киллинга-
Яно. Удовлетворяющие им формы ω нашли свое приложение в реляти-
вистской физике [2]. 

Обобщением понятия киллинговой p-формы служит понятие конформ-
но киллинговой p-формы ω ∈ MC 1p+∞Λ , определяемой следующими урав-
нениями [3]: 
 −θ=ω∇+ω∇ )X,X(g)X,...,X(2)X,...,X,X()X,...,X,X( 10p2p20Xp21X 10

  (1.3)  

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }∑ θ+θ−
=α

α+α−αα+α−α
α

p

2
1p11200p111 X,XgX,...,X,X,...,X,XX,XgX,...,X,X,...,X)1(

здесь ( )p2ii
n

1i1pn
1 X,...,X,e,e)(∑ ω∇=θ

=+−
 для локального поля ортонормирован-

ных реперов {e en1,..., } и произвольных MCX,...,X 1p
p0

−∞Λ∈ . Важно отме-
тить, что на римановом многообразии (M, g) постоянной кривизны K и, в 
частности, K = 0 ассоциированная (р – 1)-форма θ является киллинговой 
[3]. Следует отметить, что конформно киллинговы формы интенсивно изу-
чались и нашли свое приложение в релятивистской электродинамике [4]. 
Будет доказана следующая 

Теорема 1. Компоненты 
p1 i...iω  конформно киллинговой p-формы ωв n-

мерном (1 ≤ p ≤ n – 1) евклидовом пространстве имеют следующие выра-
жения: 

 
p1p1p1p1 i...i

j
i...ji

jk
i...kjii...i CxBxxA ++=ω ,  (1.4) 

где 
p1 i...kjiA ,

p1 i...jiB и Сi ip1 ... -компоненты постоянных кососимметрических по 
индексам i1, … , ip тензоров A , B и C в ортонормированной системе коор-
динат { x xn1,..., } подчиняются следующим условиям: 

∑ δ+δ−−δ=+
=α

α
αααα

p

2
iii...i...kjijii...i...kiiiji...kii...kijii...kjii )AA()1(A2AA

p2p2p2p2p2
,   (1.5) 

 ∑ δ+δ−−δ=+
=β

β
ββββ

p

2
iii...i...jijii...i...iiiji...ii...ijii...jii )BB()1(B2BB

p2p2p2p2p2
  (1.6) 

для символа Кронекера ijδ  и 

 ∑=
=+−

n

1j
i...kjji1pn

1
i...ki p2p2

AA , ∑=
=+−

n

1j
i...jji1pn

1
i...i p2p2

BB  

(здесь и далее по тексту “подчеркивание” над индексом означает отсут-
ствие последнего) 
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1.2. Рассмотрим в n-мерном евклидовом пространстве гиперсферу 1nS −  
единичного радиуса, киллингову и конформно киллингову p-формы, каж-
дая из которых задается своими компонентами (1.2) и (1.4) соответственно. 
Тогда будут справедливы следующие теоремы. 

Теорема 2. В n-мерном евклидовом пространстве p-форма ω с компо-
нентами 

 ω i i ki i
k

p p
A x

1 1... ...=   (1.7) 

в ортонормированной системе координат { x xn1,..., } с началом в центре 
гиперсферы единичного радиуса Sn−1  задает на последней глобальным об-
разом киллингову p-форму (1 ≤ p ≤ n – 2) при условии, что Aki ip1 ... – постоян-
ные. 

Теорема 3. В n-мерном евклидовом пространстве p-форма ω с компо-
нентами 

 ωi i kji i
k j

i ip p p
A x x A

1 1 1... ... ...= −   (1.8) 

в ортонормированной системе координат { n1 x,...,x } с началом в центре 
гиперсферы единичного радиуса Sn−1  задает на последней глобальным об-

разом конформно киллингову p-форму (1 ≤ p ≤ n – 2) для A Ai i i jji i
j

n

p p1 1 2
1

... ...=
=
∑ и 

постоянных Akji ip1 ... . 
1.3. Настоящая работа выполнена при финансовой поддержке Россий-

ского Фонда Фундаментальных Исследований, проект 00-01-0553. 
 

§ 2. Доказательство утверждений 
 

2.1. В этом пункте докажем лемму. Предварительно заметим, что в аф-

финном пространстве i
x xi ∂

∂
=∇

∂
∂  и ij

2

ji

2

xxxx ∂∂
∂

=
∂∂
∂ для аффинной системы 

координат { x xn1,..., }. На этом основании уравнение (1.1) перепишем в 
следующем виде: 
 0

p2p2 i...jiii...iij =ω∂+ω∂ ,  (2.1) 

где полагаем jj x∂
∂

=∂ . Продифференцируем левую и правую части каждо-

го из уравнений системы (2.1) по переменной kx , получим 
 0

p2p2 i...jiiki...iijk =ω∂∂+ω∂∂ .  (2.2) 
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В результате циклической замены индексов k , j  и i  получаем еще две 
аналогичные системы уравнений 
 0

p2p2 i...iikji...kiij =ω∂∂+ω∂∂ ,  (2.3) 
 0

p2p2 i...kijii...jiki =ω∂∂+ω∂∂ .  (2.4) 

Сложим почленно уравнения систем (2.2) и (2.3), а из результата также 
почленно вычтем уравнения системы (2.4). Вследствие этих действий по-
лучим систему уравнений вида: 
 0

p21 i...iijk =ω∂∂ .  (2.5) 

Из (2.5) с необходимостью следуют равенства (1.2), при этом условия на 
компоненты тензоров A  и B  следуют из самих равенств (1.2), а также из 
уравнений (2.1). 

2.2. Докажем теорему 1. В евклидовом пространстве в ортонормиро-
ванной системе координат { x xn1,..., } метрический тензор ijijg δ= , а потому 
уравнения (1.3) предстанут в следующем виде: 

 =ω∂+ω∂
p2p2 i...jiii...iij )()1(2 iii..i.jijii..i.ii

p

2
iji.i p2p2p2 αααα

δθ+δθ∑ −−δθ
=α

α .  (2.6) 

Преобразованиями, аналогичными проведенным в пункте 2.1, из уравне-
ний (2.6) выводим, что 
 =ω∂∂

p2 i...iijk2 )(2 kji..iiiki..ijjii.ik p2p2p2
δθ∂−δθ∂+δθ∂ + 

 ( ) {∑ −δθ∂−δθ∂+δθ∂−+
=α

α
α+α−αα+α−αα+α−α

p

2
iii...ii...jikkii...ii...jiijii...ii...kii p112p112p112

1  

 }
α+α−αα+α−αα+α−α

δθ∂−δθ∂−δθ∂− iii...ii...kijkii...ii...iijjii...ii...iik p112p112p112
.  (2.7) 

Продифференцируем левую и правую части каждого уравненя системы 
(2.7) по переменной xm , тогда в правой части каждого уравнения получим 
нуль, поскольку (p – 1)-форма θ - киллингова и в силу леммы при повтор-
ном дифференцировании ее компоненты обратятся в нуль. В результате 
будем иметь уравнения вида: 
 0

p1 i...ijkm =ω∂∂∂ .  (2.8) 

Из (2.8) без труда выводятся равенства (1.4); при этом соотношения на 
компоненты постоянных тензоров A и B становятся очевидными, если 
принять во внимание уравнения (2.6) и равенства ∑ ω∂

+−
=θ

=

n

1i
i...iiii...i p2p2 1pn

1 . 
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2.3. Докажем теорему 2. Пусть гиперсфера 1nS − : ( ) ... ( )x xn1 2 2 1+ + =  за-
дается векторно параметрическим уравнением Х=X(u1,...,un-1) в ортонорми-
рованной системе координат, за начало которой выберем центр гиперсфе-
ры 1nS − . Тогда XX aa ∂=  – касательные к гиперсфере 1nS −  векторные поля с 

компонентами i
a

i
a xx ∂=  для aa u∂

∂
=∂  и 1n...,,1c,b,a −= . При этом 

0xx
n

1i

i
a

i =∑
=

. Обозначим через ∑=
=

n

1i

i
b

i
aab xxg  – метрический тензор g сферы 

1nS − , а через c
abΓ  – символы Кристофеля, вычисляемые с помощью компо-

нент abg  тензора g . Тогда можем записать уравнения Гаусса для 1nS −  в ви-
де 

 i
ab

i
c

c
ab

i
ba

i
ba xgxxx =Γ−∂=∇ .  (2.9) 

Условие того, что p-форма ωкасается гиперсферы 1nS −  во всех ее точ-
ках имеет вид (см. [5] Chapter 8, § 1) : 0x...xx p

p

2

2

1
p21

i
a

i
a

i
i...ii =ω . С учетом (1.2) 

условие касания киллинговой p-формы предстанет в следующей форме: 

 0x...xxBx...xxxA p

p

2

2

1
p21

p

p

2

2

1
p21

i
a

i
a

i
i...ii

i
a

i
a

ij
i...iji =+ . 

В силу кососимметричности тензора А первая группа слагаемых обра-
щается в нуль. На этом основании заключаем, что p-форма ω  со следую-
щими компонентами j

i...ijii...i xA
p21p1

=ω касается 1nS −  во всех ее точках. При 

этом для касательной составляющей p

p

1

1p1

p

p

1

1p1p1

i
a

i
a

j
i..ji

i
a

i
ai...ia...a x...xxAx...x =ω=ω  

киллинговой p-формы ω  согласно уравнений Гаусса (2.9) имеем: 
++ω+ω∂+ω∂=ω∇+ω∇ ...x...xxg(x...xxx)( p

p

2

2p2

p

p

2

2p2p2p2p2

i
a

i
a

i
cbi...ii

i
a

i
a

i
b

j
ci...jiii...iija...caba...bac

++ )x...xxg p2

2p

ii
a

i
bca 0)x...xxg...x...xxg( p2

2p

p

p

2

2p2

ii
a

j
cba

i
a

i
a

j
bci...ji ≡++ω , 

т.е. )(
p1 a...aωω  – киллингова p-форма на 1nS − . 

В свою очередь, условие касания конформно киллинговой p-формы 
имеет вид: 

 0x...xxCx...xxxBx...xxxxA p

p

2

2p2

p

p

2

2p2

p

p

2

2p2

i
a

i
a

i
i..ii

i
a

i
a

ij
i..jii

i
a

i
a

ijk
i..kjii =++   (2.10) 

Если использовать известное тождество 
p2p2 i...i))ji(k(i...i)kji( AA = и соотноше-

ния (1.5) и (1.6), то равенство (2.10) можно представить в следующем виде: 

 0x...xxCx...xBx...xxA p

p

2

2p2

p

p

2

2p2

p

p

2

2p2

i
a

i
a

i
i..ii

i
a

i
ai..i

i
a

i
a

k
i..ki =++ . 
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Поэтому, если 0B

p2 i...i =  и при этом 0CA
p2p2 i...kii...ki =+ , то условия касания 

(2.10) формы ω  будут выполняться автоматически. 
Докажем теперь, что касательная составляющая p-формы ωс компонента-
ми   
 p

p

1

1p1

p

p

1

1p1

p

p

1

1p1p1

i
a

i
ai..i

i
a

i
a

jk
i..kji

i
a

i
ai...ia...a x...xAx...xxxAx...x −=ω=ω  

конформно киллингова p-форма на 1nS − . Для этого нетрудно проверить, 
что согласно (2.9) и (2.10) выполняются следующие равенства: 

−θ=ω∇+ω∇
p2p2p2 a...acba...caba...bac g2 ( ) ( )∑ θ+θ−

=α

α
+α−αα+α−αα

p

2
a...aa...cabaa...aa...baca p112p112

gg1 , 

где p

p

2

2p2p2

i
a

i
a

k
i..kia...a x...xxA=θ , которые и доказывают требуемое. 
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