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To geometry of one-sided surface 
 

Normal vector is defined along a closed curve on the surfaces. If you 
return to the starting point and the normal direction coincides with the 
original, regardless of the choice of the curve, then the surface is called 
bilateral. Otherwise, we have the one-sided surface. The Mebius band is 
one-sided surface. Cross-cap, Klein bottle are also one-sided surfaces. 
The examples of these surfaces are constructed using the mathematical 
paskage Maple. 
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Голономные и полуголономные подмногообразия 
гладких многообразий 

 
С помощью структурных уравнений Лаптева дана иерар-

хия гладких многообразий, рассматриваемых локально с точ-
ностью до второго порядка. Определены неголономное, полу-
голономное, голономное и тривиальное гладкие многообра-
зия. Доказано, что подмногообразие полуголономного гладко-
го многообразия является полуголономным гладким многооб-
разием, а подмногообразие голономного гладкого многообра-
зия голономно. 
 

Ключевые слова: гладкое многообразие, полуголономное мно-
гообразие, голономное многообразие, подмногообразие. 
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1. Иерархия гладких многообразий. Рассмотрим n -мер-
ное многообразие nM . Лаптев [1] показал, что в окрестности 

текущей точки A многообразия nM  можно ввести совокуп-

ность n  линейно независимых дифференциальных форм 

Пфаффа I  ),1,...( nI  , причем интегралы Iu  вполне интег-

рируемой системы уравнений 0I  являются локальными 

координатами точки n
I MuA )( . Условие полной интегри-

руемости системы 0I  имеет вид 

 I J I
Jd    ,  (1) 

где I
J  — некоторые линейные формы. 

Формы I  входят в деривационную формулу Акивиса [2]: 

I
I edA  , 

где dA  — вектор, показывающий направление смещения точ-
ки A  по многообразию nM  с точностью до 1-го порядка, Ie  — 

базисные векторы n -мерного векторного пространства nT , ка-

сательного к многообразию nM  в точке A . Эта формула при-

дает геометрическую наглядность аналитической фиксации 
точки A : 

.000 0AAdAeI
II    

Для продолжения структурных уравнений (1) продифферен-

цируем их внешним образом и вынесем базисные формы J : 

.0)(  JI
K

K
J

I
Jd   

Разрешим кубичные уравнения по лемме Лаптева [1]: 

 ,I K I K I
J J K JKd          (2) 
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причем новые линейные формы удовлетворяют условиям 

 [ ]

[ ] ( ) { }

0

, 0, 0,

I J K I J K
JK JK
I I L I I
JK JKL JK L JKL

     
    

      
  

 (3) 

где квадратные скобки обозначают альтернирование, круглые 
скобки — симметрирование, а фигурные — циклирование. 
Назовем (3) условиями полуголономности гладкого многооб-
разия nM . Продолжая структурные уравнения (2), получим 

 ,I L I I L I L L I
JK JK L LK J JL K JKLd                  (4) 

      , 0, 0.I I M I I
JKLM J KL M J KLMJ KL        

Альтернируем структурные уравнения (4) по индексам J, K: 

      .][][
I

LJK
LL

K
I

LJ
L
J

I
KL

I
L

L
JK

I
JKd    

Во втором и третьем слагаемых раскроем альтернирования 
и проведем перегруппировку 

      [ ] [ ] .I L I I L I L L I
L LK J JL KJK JK JK Ld                 (5) 

Продифференцируем уравнения (31) с помощью структур-
ных уравнений (1, 5): 

 [ ]( ) 0,I I L
JKL JK L       (6) 

 .I I M I I M I M I M
JKL JKL JKL M MKL J JML K JKM Ld               

Разрешим квадратичные уравнения (6) по лемме Картана и 
запишем результат в виде сравнений по модулю базисных 

форм M : 

 [ ] 0.I I
JKL JK L     (7) 

Утверждение 1. Если формы  
I

LJK  сравнимы с нулем по мо-

дулю базисных форм, то дифференциальные сравнения (7) упро-

щаются: 0I
JKL  , т. е. коэффициенты I

JKL  образуют тензор. 
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Следствие. Пусть   0I
LJK , тогда инвариантны равен-

ства 00 ][  I
JK

I
JKL  . 

Если при рассмотрении многообразия nM  внимание об-
ращается на структурные уравнения (1) для базисных форм 

I , то будем говорить о гладком многообразии 1-го порядка 
1
nM , а при существенном использовании системы (1, 2) назо-

вем nM  многообразием 2-го порядка 2
nM . 

Определение. Гладкое многообразие 2
nM , рассматривае-

мое локально с точностью до 2-го порядка, назовем: 

1. Неголономным многообразием 2~
nM  (см.: [3]), если фор-

мы I
JK  не удовлетворяют условиям полуголономности (3). 

2. Полуголономным многообразием 2
nM , если формы I

JK  
удовлетворяют условиям (3), но не являются симметричными: 

0][ I
JK . 

3. Голономным многообразием 
2
nM , если формы I

JK  сим-
метричны, но не равны нулю. 

4. Тривиальным многообразием 
0

2
nM , если формы I

JK  об-
ращаются в нуль. 

 
Замечания 

 
1. В определении задана иерархия гладких многообразий 


022 2 2

nn n nM M M M   , в которой каждое следующее много-
образие является особым случаем предыдущего. 

2. В результате продолжения структурных уравнений глад-
кого многообразия (1) можно получить уравнения (2) лишь для 

полуголономного 2
nM , голономного 

2
nM  и тривиального 

0
2
nM  

многообразий. 
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3. Структурные уравнения (2) для неголономного много-

образия 2~
nM  не являются продолжениями уравнений (1), а 

должны вводиться иным путем. 

4. Тривиальное гладкое многообразие 2-го порядка 
0

2
nM  — 

аффинное пространство nA . 

2. Подмногообразия полуголономного и голономного 
гладких многообразий. В гладком многообразии 2-го поряд-

ка 2
nM  рассмотрим m-мерное подмногообразие mV , описан-

ное точкой А. Произведем разбиение значений индексов на две 
серии: 

.,1,...;,1,...);,( nmmiiI    

Уравнения подмногообразия mV  представим в виде 

 .i
i      (8) 

С помощью уравнений (1, 8) запишем структурные уравне-

ния для базисных i  и главных   форм подмногообразия mV : 

 , ;i j i i i i
j j j jd 

           (9) 

 , ;i
i i i id      

           (10) 

причем (91) — структурные уравнения подмногообразия mV . 

Используя уравнения (91, 101), продолжим уравнение (8): 

 [ ], 0.j j
i j i i ij ijd                 (11) 

Раскрывая обозначение (102), запишем уравнения (111) в виде 

 , .j j
i i ij i i j i id       

                (12) 
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Наконец, с помощью обозначения (92) уравнения (121) примут 
следующий вид 

  , .j j j
i j i i ij i i j i id         

                     (13) 

Поскольку здесь нет трехиндексных форм, справедливо 
Утверждение 2. Фундаментальный объект 1-го порядка 


i  подмногообразия mV  в многообразии 2-го порядка 2

nM  вне 

зависимости от того, является ли оно полуголономным 2
nM , 

голономным 
2
nM , либо аффинным пространством nA , есть 

квадратично-квазитензорный объект, компоненты которого 
удовлетворяют дифференциальным уравнениям (131). 

Найдем структурные уравнения для форм i
j , исходя из 

их выражений (92). Дифференцируем формы (92) и используем 
уравнения (8): 

( )

( ).

i k i i k i
j j k j j j j k

k i i i i
jk k j j k j k

d d     
  

   
  

          
        

        
    

 

Воспользуемся уравнением (121) с учетом обозначения (122): 

 ,i k i k i k i k i
j j k k j j k jkd  

                    (14) 

 .i i i i i i
jk jk k j j k j k jk

    
                   (15) 

Преобразуем внешнее произведение i
k

k
j    с помощью 

обозначения (92): 

.i
k

k
j

ik
jk

i
k

k
j

i
k

k
j  




   

Подставляя это выражение в структурные уравнения (14), 
получим уравнения 

 ,i k i k i
j j k jkd          (16) 

которые аналогичны уравнениям (2). 
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Утверждение 3. Подмногообразие mV , рассматриваемое с 

точностью до 2-го порядка, т. е. 2
mV , имеет структурные 

уравнения (91, 16), в которых формы i
jk  выражаются по 

формуле (15). 
Выясним степень голономности [4] подмногообразия 

22
nm MV  . Проальтернируем формы (15) по индексам j, k с 

учетом симметрии (112): 

           .i i i i i
jk jk k j j k j k

   
               (17) 

Сумма 2-го и 3-го слагаемых, а также последнее слагаемое 
преобразуются: 

       ,
i

kj
i
jk

i
kj

i
jk 










  
 

  .][
i

kj
i

kj 



    

Используем эти равенства в выражении (17): 

          .
i i i i i

k j j kjk jk j k
   

               

Учтем выражение (31): 

   , .i i L i i i i i
jkL jkL jkL k j L j kL j k Ljk

   
                   (18) 

В формуле (181) произведем разбиение индекса ),( lL   и 

воспользуемся уравнениями (8): 

   , .i i l i i i
jkl jkl jkl jk ljk


           (19) 

Покажем антисимметрию коэффициентов i
jkl  по индек-

сам j, k. Просимметрируем выражение (192) по этим индексам: 

 ( ) ( ) ( ) .i i i
jk l jk l jk l


       (20) 
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Предварительно симметрируем выражение (182): 

.)()()()()(
i

Lkj
i

Lkj
i

Ljk
i

Ljk
i

Ljk 






    

Согласно равенствам (32) 1-е слагаемое обращается в нуль. 
В остальных слагаемых раскроем симметрирование и пере-
группируем слагаемые, тогда 

0)()()()(  i
Lkj

i
Lkj

i
Ljk

i
Ljk 







   

в силу равенств (32). Значит, по формуле (20) получим 0)( i
ljk , 

что соответствует условию полуголомности для подмногооб-
разия mV , аналогичному условию (32). 

Проверим, обращаются ли в нуль проциклированные по 

нижним индексам величины i
jkl ? Из формулы (192) имеем 

       .i i i
jkl jkl ljk


       (21) 

Запишем одно слагаемое подробно с помощью обозначе-
ния (182): 

          .
i i i i i

kjkl jkl k j l j k l j l
   

                (22)
 

По условию (33) 1-е слагаемое равно нулю. В сумме 2-го и 
3-го слагаемых раскроем циклирование и произведем пере-
группировку 

   

).(
3

1
)(

3

1

)(
3

1

i
jk

i
jkl

i
kl

i
klj

i
lj

i
ljk

i
lkj

i
ljk























 

В каждой скобке добавим и вычтем соответствующее сла-
гаемое, затем используем условие (33): 

   

  .

3

1

3

1

3

1

i
jkl

i
jklklj

i
ljk

i
lkj

i
ljk
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Подставим полученные результаты в формулу (22): 

      .
i i i

kjkl l jk j l
  

           (23) 

Запишем 2-е слагаемое из формулы (21) подробно с помо-
щью обозначения (182): 

        

  .

i i i i
l l k j l j k ljk jk

i
kj l

     
   

  


         

   

   


  (24) 

Преобразуем последнее слагаемое, раскрывая циклирование: 

  ).(
3

1 











  k
i

jlj
i

lkl
i

kjl
i

kj   

Во 2-м слагаемом сделаем замену индексов 
  , а в 3-м — замену   , тогда 

 

  0

)(
3

1





i
lkj

k
i

jlj
i

lkl
i

kjl
i

kj





















 

согласно свойству (33). Значит, формула (24) имеет вид 

     { } { } .i i i i
k l j ll l j kjk jk

     
                 (25) 

Подставляя выражения (23, 25) в формулу (21), получим 

     { } { } 0.i i i i
k k l j ljkl j j kl

     
                 (26) 

Теорема. Подмногообразие mV  полуголономного гладкого 

многообразия nM  является полуголономным многообразием 

mV . 

Следствие. Подмногообразие mV  голономного гладкого 

многообразия  nM  есть голономное многообразие mV . 
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Holonomic and semi-holonomic submanifolds 

of smooth manifolds 
 
By means of the structure equations of Laptev the hierarchy of 

smooth manifolds, which are considered locally to within the second or-
der is given. Non-holonomic, semi-holonomic, holonomic and trivial 
smooth manifolds are defined. It is proved that the submanifold of semi-
holonomic smooth manifold is semi-holonomic manifold and submani-
fold of holonomic smooth manifold is holonomic. 




