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ПОЧТИ ЭРМИТОВЫ СТРУКТУРЫ  
НА 6-МЕРНЫХ ОРИЕНТИРУЕМЫХ 

ПОДМНОГООБРАЗИЯХ АЛГЕБРЫ ОКТАВ 
 

Рассматриваются 6-мерные ориентируемые под-
многообразия алгебры Кэли, на которых 3-векторные 
произведения индуцируют почти эрмитову структуру. 
Получены структурные уравнения произвольной почти 
эрмитовой структуры и структуры класса 32 WW   на 

таких подмногообразиях алгебры октав. 
 

1. Один из наиболее богатых и интересных источников 
примеров почти эрмитовых структур обусловлен существова-

нием 3-векторных произведений на пространстве 8R , несущем 
структуру алгебры Кэли. Напомним, что почти эрмитовой (al-
most Hermitian, AH-) структурой на четномерном многообразии 

n2M  называется пара ),g,J(  , где J — почти комплексная 

структура,  ,g  — риманова метрика. При этом J и g  долж-

ны быть согласованы условием 

 ).M(Y,X,Y,XJY,JX n2  

Также напомним, что понятие r-векторного произведения в 

n-мерном евклидовом пространстве },,E{   введено Экман-

ном [1]: r-векторным произведением называется непрерывное 

отображение ,EE:P r   обладающее свойствами: 

 
,0X),X,...,X(P jr1 
 

),X,Xdet()X,...,X(P kj
2

r1 
 

где .r,...,1j,k ;EX,...,X r1   
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Экманн и Уайтхед [1; 2] средствами алгебраической топо-
логии доказали, что r-векторные произведения существуют 
только в следующих случаях: n — четное, ;1r   n — произ-

вольное натуральное число; ;1nr   ,7n   ;2r   ,8n   .3r   

С точки зрения геометрии наибольший интерес представ-
ляют r-векторные произведения, являющиеся r-линейными 
отображениями. Этот случай в предположении псевдоевкли-

довости метрики ,  был изучен американскими математи-

ками Р. Брауном и А. Греем чисто алгебраическими средствами 
[3]. Оказалось, что в этом случае результат Экманна и Уайтхеда 
сохраняет силу [3]. Более того, Браун и Грей указали явную 
конструкцию таких r-векторных произведений. Так, например, 
(n–1)-векторное произведение — это просто тензор типа 

)1,1n(  , полученный при помощи операции поднятия индекса 

у элемента объема евклидова пространства. Кроме того, Грей 
доказал [4], что r-векторное произведение в n-мерном евкли-
довом пространстве индуцирует )rnm(  -векторное произ-

ведение в m-мерном его подпространстве. Отметим, что кон-
струкция r-векторных произведений переносится и на случай 
отображения 

 ),M())M((:P n2rn2   

где )M( n2  — модуль гладких векторных полей на четномер-

ном многообразии n2M . 
Что касается 3-векторного произведения, то его существо-

вание связано с существованием классической структуры ал-
гебры Кэли в 8-мерном евклидовом пространстве. Браун и Грей 
указали [4] два неизоморфных 3-векторных произведения в ал-
гебре октав: 

 ,YX,ZXZ,YZY,X)ZY(X)Z,Y,X(P1   

 ,YX,ZXZ,YZY,XZ)YX()Z,Y,X(P2   

где OZ,Y,X , 8
RO   — алгебра октав, ,  — скалярное 

произведение в O , XX   — оператор сопряжения в O . 
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Оказалось, что любое другое 3-векторное произведение в ал-

гебре октав изоморфно одному из приведенных. Существова-

ние же 2-векторного произведения в 7R , установленное Эк-

манном и Уайтхедом, следует из вышеупомянутого результата 

Брауна и Грея и включения  87 RR O . 

С другой стороны, из названного результата Брауна и Грея 

следует, что каждое из канонических 3-векторных произведе-

ний на любом 6-мерном подмногообразии O6M  индуци-

рует 1-векторное произведение, то есть почти эрмитову струк-

туру. Подобные почти эрмитовы структуры на 6-мерных под-

многообразиях алгебры октав хорошо изучены лишь в случае 

так называемых структур Калаби. (Американский геометр Ка-

лаби указал несколько конкретных почти эрмитовых 6-мерных 

подмногообразий алгебры Кэли [5].) Структуры Калаби ин-

дуцируются 2-векторными произведениями в 7R . Эти произ-

ведения, как мы уже упоминали, могут рассматриваться как 

индуцированные вложением 87 RR  . Таким образом, струк-

туры Калаби есть частный случай почти эрмитовых структур, 

индуцированных на O6M . Самые значительные работы, 

посвященные структурам Калаби на 6-мерных подмно-

гообразиях алгебры октав, на наш взгляд, принадлежат Грею 

[6; 7], Яно и Сумитомо [8]. 

Об общем случае ориентируемых 6-мерных почти эрмито-

вых подмногообразий алгебры октав известно гораздо меньше. 

Из полученных ранее результатов, несомненно, следует отме-

тить проведенную В.Ф. Кириченко полную классификацию 

келеровых [9] и приближенно келеровых [10] 6-мерных под-

многообразий алгебры Кэли, а также изученные им же O6M  

с так называемой устойчивой почти эрмитовой структурой 

[11]. Кроме того, выделим и несколько относительно новых 

работ [12—14], посвященных в основном изучению келеровых 

и эрмитовых структур на O6M . 
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Известно, что группой автоморфизмов алгебры октав явля-

ется группа 2G  в классификации Картана. Также известно, что 

уравнения вложения ее алгебры Ли 2g R)O(8,  в канониче-

ском базисе (т.е. в ортонормированном базисе, в котором таб-
лица умножения алгебры октав имеет канонический вид) запи-
сываются следующим образом [10]: 

;)1 7
1

3
2

2
3 



  ;)2 7
2

3
1

1
3

    ;)3 7
3

1
2

1
2





 

;)4 7
1

2
3

2
3



    ;)5 7

2
3
1

3
1



    ;)6 7

3
2
1

1
2



   (2) 

;0)7 3
3

2
2

1
1

    ;0)8  



   ,0  )9 10

0  
  

где 3,2,1a,a7a 


. Здесь )7,...,0,( 
  — инвариант-

ные формы группы Ли 2G . Будем называть уравнения (2) 

структурными уравнениями группы. Напомним, что точка 
6Mp  называется особой, если )M(Te 6

p0  , и общей точкой 

— в противном случае [9; 10; 12; 13]. Общая точка называется 

специальной, если  )e(L)M(T 0
6

p , где )e(L 0  — ортогональ-

ное дополнение единицы алгебры октав, и простой — в про-
тивном случае. Естественно называть многообразие, состоящее 
из общих, особых либо специальных точек, общим, особым 
либо специальным многообразием соответственно. Как мы уже 
упоминали, случай специальных подмногообразий алгебры 
октав соответствует случаю многообразий Калаби и доста-
точно хорошо изучен. 

2. Пусть {E, .,. } — общее подмногообразие, 6Mp — 

простая точка. Выберем репер )e,...,e,m( 81  в O  стандартным 

образом и перейдем к комплексному реперу (эта процедура 
описана подробно в работах [9; 10]) с векторами 

 

);iee(
2

1
111
  );siniecosiee(

2

1
2322    

 );iecosesine(
2

1
3233
  )( a

a  ;  e , 
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где   — угол, введенный в рассмотрение в работе [9];   — 

оператор комплексного сопряжения. Как и выше, первый и 
второй знак соответствуют случаю структуры первого и вто-
рого рода (отвечающие первому и второму 3-векторному про-

изведению (1)). Векторы },{ a
a   определяют собственный ба-

зис комплексификации оператора J  и, следовательно, оп-

ределяют A -репер пространства )M(T 6
p  [11]. 

В.Ф. Кириченко показал, что в новом репере структурные 

уравнения (2) группы 2G  имеют следующий вид: 

)i(
2

1
)1 7

c
8
c

abcab   ; )i(
2

1
)2 c

7
c
8abcab  ; 

0)3 b̂
â

a
b  ; 0)4

â
a  
 ; 0)5 a

â  
 ;  

; tg2i)6 a
8

1aa
1       

;tg2i)7 â
81a

â
1 

 

,tg)(
2

i
)8 1̂

8
1
8

1
1 

    
,ctg)(

2

i
)9 7

1
7

1̂

7
8   

где â
bab

a

b̂

ab ,  . В построенном репере 6M  задается систе-

мой Пфаффа 0 . Дифференцируя эти соотношения внешним 

образом и используя лемму Картана, получим j
kjk T   , где 

}T{ kj
  — система функций на пространстве расслоения комплекс-

ных реперов над 6M . Эти симметричные по нижним индексам 
функции служат компонентами тензора эйлеровой кривизны, или, 
по гораздо более употребительной терминологии Грея и Киричен-
ко, конфигурационного тензора (см., например, [4; 9]), или второй 

основной формы погружения подмногообразия 6M [15]. При этом 

 
 
b̂âab TT , 

 
b̂abâ

TT . 

Подытожив вышесказанное, получим структурные уравне-

ния почти эрмитовой структуры на 6-мерном подмногообразии 

алгебры октав: 
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 ;D
2

1
D

2

1
d cb

]c
h

b[ah
b

c
hc

abhba
b

a   (3) 

 ;D
2

1
D

2

1
d cb

]c
h

b[ah
b

c
hc

abhb
b
aa   

 ,TTDD
2

1
d jk

b]jk[â]j
g

k[h
ah
bg

c
b

a
c

a
b 








   

где 

 ;iTTD;iTTD 7
jĉ

8
jĉjĉ

7
cj

8
cjcj    

 ;DD;DD;DD
cĥ

c
h

ĉh
c

hĉĥ

hc   

 ;h
b

a
g

h
g

a
b

ah
bg   

123
abcabc  , abc

123
abc   — компоненты тензора Кронекера тре-

тьего порядка [16]. При этом b
a

a
ba

a ,  . В частности, 

(3)1 комплексно сопряжено (3)2, а (3)3 самосопряжено. Здесь и 
далее 

 ;8,7,;a7a;3aâ;3,2,1h,g,f,e,d,c,b,a 


 

 .3,2,,,;6,5,4,3,2,1s,r,p,n,m,l,k,j,i   

Воспользовавшись условием принадлежности произволь-
ной почти AH-структуры классу 32 WW   [17] (в терминологии 

Грея и Хервеллы [18]) получаем, что справедлива нижесле-
дующая теорема. 

Теорема. Структурные уравнения почти эрмитовой 
структуры класса 32 WW   на 6-мерном ориентируемом 

подмногообразии алгебры октав имеют вид (3), где 

0)D(tr ĉh  . 
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РЕДУКЦИИ СВЯЗНОСТЕЙ ПРОСТРАНСТВА 

ЦЕНТРИРОВАННЫХ ПЛОСКОСТЕЙ  

ПРИ НОРМАЛИЗАЦИИ 

 
В n-мерном проективном пространстве Pn рассмот-

рено пространство П центрированных плоскостей 
*

mL  

размерности m. С ним ассоциировано главное расслое-

ние, в котором задана групповая связность, неодно-

значно индуцируемая нормализацией пространства П. 

Исследованы полунормализованные пространства  

1-го рода 
1П , 2-го рода 

2П  и нормализованное прост-

ранство .П 2,1
 Установлена динамика изменений соот-




