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НАТУРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ КРИВЫХ 
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ПРОСТРАНСТВ 

 
Данная статья — продолжение работы [1]. Доказана 

определяемость кривых 3-мерных одулярных галилее-

вых пространств натуральными уравнениями — скаляр-

ными действительными функциями кривизны и круче-

ния. 

 

В работе [1] получено общее описание кривых различных 

3-мерных одулярных галилеевых пространств, определенных в 

аксиоматике Г. Вейля. Ранее [2—5] эти кривые описаны в 

специфике каждого пространства, а также указано одулярное 

пространство, не обладающее дифференциальной геометрией 

[6]. Ниже доказана теорема о задании кривых одулярных га-

лилеевых пространств скалярными действительными функ-

циями кривизны и кручения. 

 

§ 1. Одулярные галилеевы пространства 

 

1.1. Одули Ли. Структура одуля   над кольцом K  опре-

делена Л.В. Сабининым [7]. Автор определяет одули Ли, вводя 

на группах Ли умножение их элементов на действительные 

числа. Группа Ли на многообразии 
3

R  задается операцией, 

называемой сложением. Существуют только следующие раз-

решимые одули Ли: линейное пространство 
3
L , растран 

3
P , 

сибсон 
3 , диссон 

3 , осцилляторный одуль 
3 . 
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1.2. Дифференцирование. Галилеевой нормой ||||  оду-

ляра )z,y,x(  называется 

 |,x|||||   если 0x ; 22 zy||||  , если 0x . 

Одуляр )z,y,x(  при 0x  называется галилеевым, одуляр 

)z,y,( 0  называется евклидовым. Галилеев и евклидов одуляры 

перпендикулярны. Одуляры )z,y,( 0  и ),,x( 00  порождают соот-

ветственно 2-мерное и 1-мерное евклидовы векторные пространст-
ва и одуль Ли является полупрямой суммой этих пространств. 

Для одулярных функций )t( = ))t(z),t(y),t(x( , где 

It R , )t( , определены производные. Для растран-

ной функции производная равна )t( = )(t  = 

= ),)(1(,( y
x

y
ex x 
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x

z
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  для сибсонной — )t( = 

= )(t = ))
2

1
(,,( yyxzyx  , а для диссонной — )t( = 
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ции в осцилляторном одуле недифференцируемы [6]. 
1.3. Одулярные галилеевы пространства. Заменяя ли-

нейное пространство одулем Ли в аксиоматике Г. Вейля аф-
финного пространства, получаем ВО-пространства (вейлев-
ские одулярные пространства) [3] — частный случай одуляр-
ных пространств Л.В. Сабинина [7]. Имеем: пространство 
Галилея (с галилеевым векторным пространством), ЕМ-прост-
ранство (с растраном), ЕС-пространство (с сибсоном), 
ЕД-пространство (с диссоном). 

 
§ 2. Кривые ВО-пространств 

 

2.1. Регулярные кривые. Одулярная функция )t(  класса 

3C  задает регулярную кривую )t( = ))t(y),t(x,t( , при It , 

класса 3C  ВО-пространства в естественной параметризации. Ка-
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сательные одуляры этих кривых — галилеевы и вычисляются по 
формулам дифференцирования одулярных функций из пункта 1.2. 

В пространстве Галилея   = )t( = )t(  = )y,x,( 1 , в ЕМ-прост-

ранстве  = )t( = )t( = ))yy)(e(),xx)(e(,(   111 , в ЕС- 

пространстве:  = )t( = )xxy,x,(  
2

1
1 , в ЕД-пространстве 

 = )t( = = ))yy)(e(),yy(e)xyx)(e(,(   111 . Это 

единичные галилеевы одуляры касательных. Функции )t(  

уже дифференцируются как векторные. 
2.2. Кривизны. Для кривой )t(  одулярного пространства 

существует векторная функция скорости 

 )t(c


 = ))t(q),t(p( , 

функции )t(  и )t(c


 связаны равенством 

 )t(  =   + h )t(c


 при 1h  или 1 eh   (см. [1]). 

Кривизна и кручение одулярной кривой )t(  через компо-

ненты функции скорости )t(c


 выражаются формулами 

 1k = 22 qp   , 2k = 
2
1k

pqqp  
. 

2.3. Натуральные уравнения одулярных кривых. В 
одулярных пространствах справедлива следующая 

Теорема. Регулярная кривая 3-мерного одулярного гали-
леева пространства с дифференцируемым разрешимым оду-
лем Ли определяется однозначно с точностью до положения в 
пространстве заданием двух действительных скалярных 

функций 01 )t(k  и )t(k2 , первая из которых является функ-

цией кривизны кривой, а вторая — функцией кручения кривой. 
Заданы действительные скалярные функции 

  01  )t(kz , )t(kz 2 , RIt . (1) 

Получим по заданным скалярным функциям одулярную 
функцию 

 )t(  = ))t(y),t(x,t( , It  (2) 
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в каждом из 3-мерных галилеевых действительных диффе-

ренцируемых разрешимых одулярных пространств. 

Функции (1) можно считать заданными в ортонормирован-

ном репере )j,i,O(o


P  евклидовой плоскости. Одулярная 

функция )t( = ))t(y),t(x,t(  есть упорядоченный набор трех 

действительных функций. Этот набор функций можно отнести 

к некоторому реперу в ВО-пространстве. Репер oP  евклидовой 

плоскости ВО-пространства пополняем любым галилеевым 

одуляром   одуля Ли ВО-пространства и получаем репер 

P = )j,i,,O(


  ВО-пространства. В ВО-пространстве функция 

)t(  задает кривую в репере P . Так как выбор репера P  

произволен, то одулярная функция )t(  определяет кривую 

)t(  в ВО-пространстве с точностью до положения. 

Учитывая формулы кривизны и кручения кривой (п. 2.2), 

имеем 

 ).t(k)t(kpqqp),t(kqp 2
2
1

2
1

22    

По этим дифференциальным уравнениям находим функции 

)t(q),t(p , а затем в каждом из ВО-пространств получаем 

функции )t(x  и )t(y . Обозначив pu  , qv  , имеем следую-

щую систему уравнений 

  ,kvu 2
1  .kkvuvu 2

2
1   (3) 

Первому уравнению системы удовлетворяют функции 

)c)t(wcos(ku o 1 , )c)t(wsin(kv o 1 , где )t(w  — функ-

ция, которую предстоит найти. Подставляя функции v,u,v,u   во 

второе уравнение системы, получаем vuvu   = wk 2
1  = 2

2
1 kk . От-

сюда wk 2 . Функция w  находится в результате квадратуры 

 )t(w  =  dt)t(k2 . 

Таким образом, )cwcos(kp o 1
 , )cwsin(kq o 1

 ,  

   dt)c)t(wcos()t(k)t(p o1 ,   dt)c)t(wsin()t(k)t(q o1 . 
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Функции )t(y),t(x  являются решениями следующих сис-

тем дифференциальных уравнений: 
)t(p)t(x  , )t(q)t(y   — в пространстве Галилея; 

)t(pxx  , )t(qyy   — в ЕМ-пространстве; 

)t(px  , x)t(p)t(qy 
2

1
  — в ЕС-пространстве; 

)t(qyy  , )eyy(
e

)t(pxx 


 
1

1
 — в ЕД-пространстве. 

Указанные системы уравнений рассматриваются и в работе 
[1] при получении одулярных кривых по кривой скорости.  

 
Заключение 

 

Описание кривой натуральными уравнениями является 
стандартной задачей классической дифференциальной гео-
метрии [8]. В евклидовой геометрии по двум функциям кри-
визны и кручения кривой отыскиваются три функции, задаю-
щие 3-мерную кривую. При этом используются формулы 

Френе. В галилеевой геометрии 3-мерная кривая )t(  = 

= ))t(y),t(x,t(  описывается двумя функциями )t(y),t(x ; для 

получения натуральных уравнений достаточно функций 

01 )t(k  и )t(k2 , а формулы Френе не нужны, хотя в одуляр-

ных пространствах они получены [2—5]. 
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THE NATURAL EQUATIONS OF CURVE 

3-MEASURING ODULAR GALILEAN SPACES 

 

It is proved that the curves of 3-measuring odular Galilean 

spaces are defined by the natural equations — scalar real functions 

of curvature and torsion. 
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ОСНАЩЕНИЯ В СМЫСЛЕ Э. КАРТАНА  

L-, M-ПОДРАССЛОЕНИЙ  

ПОЛОСНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

 
Продолжается изучение m-полосных распределений 

( )PH  [1]. Для структурных L-, M-подрасслоений 

( )PH -распределения построены оснащения в смысле 

Э. Картана. Приведены условия неподвижности осна-

щающих плоскостей Картана подрасслоений L  и M . 




