
Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 62 

 
УДК 514.75 

 
Н. А. Кузьмина 

 
(Чувашский государственный педагогический университет) 

 
ПРОЕКТИВНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ 

ГЕОМЕТРИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КАРТАНА 
 

Работа посвящена изучению некоторых вопросов 
дифференциальной геометрии распределения Картана 
М в проективном пространстве mP2 . 

 
Исследования проводятся методом внешних дифференци-

альных форм Э. Картана [8] и методом продолжений и охватов 
Г. Ф. Лаптева [2]. 

На протяжении всего изложения индексы принимают сле-
дующие значения: 
 .2,1,,;,1,,,;2,1,,;2,0,, mmmskjimLKImLKI +==== γβα  

Рассмотрим проективное пространство mP2 , отнесенное к 
подвижному реперу { }IAR = . Дифференциальные уравнения 
бесконечно малых перемещений репера имеют вид: 

 K
K
II AdA ω= , (1) 

где дифференциальные формы Пфаффа K
Iω  подчинены струк-

турным уравнениям проективного пространства [8]: 

 .0, =∧= L
L

K
L

L
I

K
ID ωωωω  (2) 

В проективном пространстве mP2  рассмотрим распределе-
ние касательных элементов ( )mA Π,0  (центр 0A  принадлежит 
соответствующей ему плоскости mΠ ) [3]. В репере нулевого 
порядка (вершины репера iAA ,0  расположены в соответст-
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вующей плоскости распределения, причем 0A  совпадает с его 
центром) система дифференциальных уравнений распределе-
ния m-мерных линейных элементов имеет вид [3]: 

 L
iLi 0ωω αα Λ= . (3) 

Продолжая уравнения системы (3) имеем: 

 L
ijLij

k
ikj

k
jikijijd 0

0
0 ωωωωω ααααα

β
βα Λ=Λ+Λ−Λ−Λ+Λ , (4, а) 
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 (4, б) 

где 

 γ
β

α
γ

α
β

α
β

βα
β

α
jijiijjkijki ΛΛ=Λ−ΛΛΛ=Λ ,][][ . 

Совокупность функций { }α
ijΛ  есть тензор первого порядка, во-

обще говоря, не симметричный. Тензор { }α
ijΛ  образует подобъ-

ект объекта { }α
iLΛ . 

Компоненты тензора ( )ααα
jiijija Λ+Λ=

2
1  первого порядка, 

симметричного по индексам i, j, в силу (4, а) удовлетворяют 
уравнениям 

 L
ijLij

k
ikj

k
jikijij aaaaada 0

0
0 ωωωωω ααααα

β
βα =+−−+ .  (5) 

Допустим, что: 
1) число линейно независимых квадратичных асимптоти-

ческих форм ki
ika 00ωωαα =Φ  на распределении равно m; 

2) распределение М несет ткань сопряженных линий, т. е. 
направления касательных к линиям ткани Μ⊂Σ  попарно со-
пряжены относительно любого конуса направлений 0=Φα . 

Такое распределение, по аналогии с поверхностью Картана 
[9], назовем распределением Картана. 
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Отнесем репер R к сопряженной ткани Σ  (вершины iA  ре-
пера выбираем на касательных к линиям ткани). Тогда спра-
ведливо: 

 jiaij ≠= ,0α ;  (6) 

в выбранном репере первого порядка уравнения ткани имеют 
вид [7]: 

 jia Kj
iK

j
i ≠= ,0ωω . (7) 

Из дифференциальных уравнений (5), равенств (6) нахо-
дим: 

 jiaaaaa ijK
j

iKjj
i
jKii ≠−=+ ,ααα . (8) 

В силу линейной независимости m форм αΦ  справедливо 

0≠= α
ii

def aa ; следовательно, существует обратная mm×  мат-

рица из элементов iiaα , определяемых соотношениями 

 k
i

kk
ii

ss
ss aaaa δδ γ

γα
ββ

α == , . (9) 

Совокупность функций iiaα  при любом фиксированном i 
представляет собой тензор первого порядка. 

Из соотношений (8) в силу (9) имеем 

 jiaaa ijK
iii

jK ≠−= ,α
α .  (10) 

Таким образом, доказана 
Теорема 1. Сопряженная ткань Σ  на распределении Кар-

тана во второй дифференциальной окрестности внутренним 
образом определена самим распределением Картана. 

Известно [3], что распределение m-мерных линейных эле-
ментов является голономным тогда и только тогда, когда об-
ращается в нуль кососимметричный тензор α

][ jkΛ . 
Определение. Говорят [1], что ткань Μ⊂Σ  голономна, 

если любое из уравнений 00 =
iω  вполне интегрируемо. 
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Условием полной интегрируемости уравнения 00 =
iω  при 

фиксированном i является обращение в нуль кососимметрич-
ного тензора kjia i

jk ,,][ ≠ . 
В работе доказаны 
Теорема 2. Если распределение m-мерных линейных эле-

ментов М в проективном пространстве mP2  голономно, то 
ткань Μ⊂Σ  голономна; при этом при 2>m  ткань Σ  есть 
m-сопряженная система в смысле Р. В. Смирнова [5]. 

Теорема 3. Голономное распределение Картана при 2>m  
существует с произволом )1( −mm  функций 2+m  аргумен-
тов. 

Определитель a  есть относительный инвариант: 

 K
K

s
s Amad 0

0
0 3)1(ln ωωω =−−+ , (11) 

где α
α ssK
ss

K aaA = . 
Согласно [3] дифференциальные уравнения поля объекта 

( )0, αα νν i , определяющего инвариантное оснащение в смысле 
Э. Картана распределения Картана mP2⊂Μ , в выбранном ре-
пере первого порядка имеют следующий вид: 
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Подобъект i
αν  объекта оснащения определяет инвариант-

ную нормаль первого рода [4]. Инвариантно присоединенное к 
распределению Картана mP2⊂Μ  поле нормалей второго рода 

[4] определяется полем объекта 0
iν : 

 ( ) K
iKi

i
iiid 0

000
0

00 ωνωωωνν =+−+ . (14) 

Следуя работе [6], в случае голономного распределения 
Картана составим функции второго порядка: 

(12) 

(13) 
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def

i QmAt +−−= , 
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kk  ssi
ss

defi aA αα =Φ . 

Каждая из функций 0, i
i QαΦ  удовлетворяет уравнениям (12) и 

(14) соответственно. Функции 3-го порядка 

 [ ]{ }ss
sss

s
s

def aQm
m

Q αβ
β

αα ΦΦ+−−Φ−= 00 11 )(  (16) 

удовлетворяют уравнениям (13). Таким образом, справедливы 
Теорема 4. Поля квазитензоров 0, i

i QαΦ  второго порядка 
определяют инвариантную нормализацию голономного рас-
пределения Картана. 

Теорема 5. Поле геометрического объекта третьего по-
рядка { }0, αα QiΦ  определяет инвариантное оснащение в смыс-
ле Э. Картана голономного распределения Картана mP2⊂Μ . 

Замечание. Теоремы 4 и 5 справедливы (с точностью до 
повышения дифференциальной окрестности на единицу) и на 
поверхности Картана. 

В дифференциальных окрестностях 1-го и 2-го порядков 
возьмем охваты: 

 ii
def

i
ij

j
ij

def
ii

def
i abaa +Λ==Λ=Λ ∑

≠
,,β

β , (17) 

которые удовлетворяют дифференциальным уравнениям 

 ( ) L
iLi

k
ik

i
iii md 0

00
0 ωωωωω β

β Λ=−Λ−−Λ+Λ , (18) 

 ( ) L
iLi

ij

j
ij

i
iii amada 0

00
0 )1( ωωωωω β

β =−−Λ+−+ ∑
≠

, (19) 

 ( ) .)12( 0
00

0
L

iLi
i

ii
i
iii bmbdb ωωωωω β

β =−−Λ−−+  (20) 

 
 

  
(15) 
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Следующие охваты 

 iidefi
i

iidefi

ij

i
jj

jjdefi BACbaBaaA γγγγγγγ −=== ∑
≠

,, , (21) 

относящиеся ко второй дифференциальной окрестности, удов-
летворяют дифференциальным уравнениям 

 ( ) Li
L

i
ii

iii
i

iii AaaAAdA 0ωωδωω γβ
β

γ
β
γγ

β
γβγ =−++− ,  (22) 

 Li
L

i
ii

ii
i

iii
i

iii BaaamBBdB 0
0)12( ωωωωω γβ

β
γγγ

β
γβγ =−−−+− ,  (23) 

 Li
L

i
i

iii
i

iii CamCCdC 0
0)12( ωωωωω γγγγ

β
γβγ =+−++− .  (24) 

Продолжим уравнения (11), имеем: 

 L
iL

s
sii

i
iiii AmAAdA 0

00
0 3)2( ωωωωω β

β =Λ−++−+ , (25) 

 ( ) .3

)1(

0

00
0

L
L

s
ss AA

mAAdA

ωωδ

ωωω

αβ
β
α

β
α

α
γ
αγαα

=Λ+−

−−+−+
 (26) 

В силу уравнений (18), (20), (25) и соотношений (6) охват 

 ( )iii
def

i bA
m

H 63
410

1
−+Λ

−
=  (27) 

удовлетворяет уравнениям 

 ( ) L
iLi

i
iii HHdH 0

00
0 ωωωω =+−+ ; (28) 

заметим, что поле квазитензора iH  определяет поле нормалей 
второго рода и относится ко второй дифференциальной окре-
стности элемента распределения Картана. 

Согласно уравнениям (24), (28) поле квазитензора второго 
порядка 

 i
iiidefi HamCH γγγ )12( −−=  (29) 

на распределении Картана определяет поле нормалей первого 
рода, ибо 
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 Li
L

iii
i

ii HHHdH 0ωωωω γγ
β
γβγγ =+−+ . (30) 

Доказана 
Теорема 6. Поля квазитензоров i

i HH ,α  (см. (27) и (29)) 
во второй дифференциальной окрестности определяют 
внутреннюю инвариантную нормализацию распределения 
Картана. 

Обозначим 

 β
α

β
α

β
α δ ss

def
s AA Λ+= 3 ; (31) 

имеем: 

 ( ) .03)1( 0

0
0

=Λ+Λ−−+

+−+−+
t

sttss

ss
s
ssss

m

AAAAA

γ
βγ

α
γβ

α
β
α

γ
α

β
γ

β
γ

γ
α

β
α

β
α

β
α

πδδπδ

ππππδ
 (32) 

Возьмем охват 

 ( ) t
sttss

def
s HAB γ

βγ
α

γβ
α

β
α

β
α δδ Λ+Λ+= 3 , (33) 

относящийся ко второй дифференциальной окрестности: 

.0)1( 00
0 =−+−+−+ sss

s
ssss mBBBBB πδππππδ β

α
γ
α

β
γ

β
γ

γ
α

β
α

β
α

β
α  (34) 

Охват 

 ( )[ ]s
ss

def HBAA
m

B β
β
α

β
ααα ++

−
= 2

)1(2
1  (35) 

относится ко второй дифференциальной окрестности и удов-
летворяет уравнениям: 

 0000
0 =++−+ αα

γ
αγαα ππππδ s

sHBBB . (36) 

Следовательно, справедлива 
Теорема 7. Поле геометрического объекта второго по-

рядка { }αα BH i ,  определяет внутреннее инвариантное осна-
щение в смысле Э. Картана распределения Картана в mP2 . 
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Замечание. Теоремы 6 и 7 не имеют места на поверхности 
Картана, ибо в охватах (171), (173), (212), (213), (31), (33), (35) 
существенным образом используются компоненты β

γiΛ , αA  

геометрических объектов { }β
iLΛ , { }β

αα ss AA Λ,,  соответственно 
первого и второго порядков; на поверхности Картана поля 
функций β

γiΛ , αA  отсутствуют. 
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PROJECTIVE DIFFERENTIAL GEOMETRY 

OF CARTAN’S DISTRIBUTION 
 

Some questions of differential geometry of Cartan’s distribu-
tion in the 2m—dimensional projective space are considered. 




