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It is shown that the rule of G. F. Laptev of tame prolongation of the 
system of pfaffian equations of differentiable manifold in homogeneous 
and generalized spaces is necessary fulfill also for degenerated manifolds 
of equipped and induced figures. 
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(Российский государственный университет им. И. Канта, 

г. Калининград) 
 

О СВЯЗНОСТИ 1-ГО ТИПА, ИНДУЦИРОВАННОЙ 

НА СЕМЕЙСТВЕ ЦЕНТРИРОВАННЫХ 

ПЛОСКОСТЕЙ, ОБОБЩАЮЩЕМ ПОВЕРХНОСТЬ 

 
В работе способом Лаптева — Лумисте задана ас-

социированная связность в расслоении, ассоциирован-
ном с семейством центрированных плоскостей, обоб-
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щающем поверхность. Произведено композиционное 
оснащение семейства и доказано, что оно индуцирует 
связность 1-го типа в главном расслоении. 

 

1. Ассоциированное расслоение и ассоциированная связ-

ность. В проективном пространстве 
n

P  продолжим исследование 

[1] m-мерного семейства p
mB  центрированных m-плоскостей 

m
L , 

пересекающихся с касательными плоскостями 
m

T  к поверхности 

центров по p-плоскостям ).mp0,LTL(L
pmmp

  Индексы 

в работе принимают следующие значения: 

 
.n,1pm2,...u;pm2,1m,...a

;m,1p,...;p,1,...i;n,1,...I




 

Отнесем проективное пространство 
n

P  к подвижному ре-

перу }A,A{R
I

  с деривационными формулами 

 
,AAdA I

I  AAAdA
IJ

J

III
   (1) 

и структурными уравнениями проективной группы )n(GP  

 ,D I

J

JI   ,D
J

J

II
   

 .D I

J

K

K

I

J

I

K

K

J

I

J
  

Осуществим специализацию подвижного репера: точку А по-

местим в центр образующей центрированной плоскости mL , 

точки aA  — в саму плоскость 
m

L , точки 


A  расположим в ка-

сательной плоскости ,T
m

 а точки 
u

A  — вне плоскостей 
m

L  и 

.T
m

 Из уравнений (1) вытекают уравнения семейства 
p
mB  [1]: 

 
,,,

,,,,,0,0

u

a

u

aaa

uu

aau

i

u

i

a

i

a

iii

ua


































(3) 

где ),i(  . Компоненты фундаментального объекта 1-го по-

рядка ,{ i
1 

 },,,,, u
aa

uau
i

a
i 


   удовлетворяют 

дифференциальным сравнениям [1], в частности 

(2) 
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 ,...0,0 i
j

iju
u
iiu

u
ijij 










   )4(  

Здесь дифференциальный оператор   действует обычным обра-

зом, а символ 

  означает сравнение по модулю базисных форм .  

Уравнения (2) с учетом уравнений (3) семейства 
p
mB  дают 

структурные уравнения базисных форм   и слоевых форм 

,,,,,,,,,,,,, u
i
u

a
uu

u
v

i
a

i
a

a
bi

i
j  



  а именно: 

,D ii

j

ji



    (5) 

,)(D ji

]ij[

i

i
 







  (6) 
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
 (9) 

,D i

a

i

b

b

a

i

j

j

a

i

a 
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 (12) 
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где 
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




































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


 (20) 
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



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
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




 

Уравнения (5—19) есть структурные уравнения главного рас-

слоения ),B(G p
m  ассоциированного с семейством ,Bp

m  базой 

которого является само семейство плоскостей ,Bp
m  а типовым 

слоем — подгруппа стационарности G пары плоскостей 

).T,L( mm  В этом расслоении выделяется ряд фактор-расслое-

ний с той же базой со структурными уравнениями (5, 6) и сле-

дующими структурными уравнениями слоевых форм: 1) (7) — 

расслоение линейных реперов пересечения ),B(L p
m  типовым 

слоем которого служит линейная фактор-группа =GL(p); 2) (7, 

8) — расслоение центропроективных реперов пересечения 

),B(A p

m

*  типовым слоем которого является центропроективная 

фактор-группа );p(GAA **   3) (9) — расслоение фактор-плоско-

стных линейных реперов ),B(L p

m
  типовым слоем которого слу-

жит линейная фактор-группа );pm(GLL   4) (7, 9, 10) — рас-

слоение адаптированных плоскостных линейных реперов 

),B( p

m
  типовым слоем которого является фактор-группа П, где 

;mpmpdim 22   5) (7—11) — расслоение адаптированных 
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плоскостных центропроективных реперов ),B(A p

m

*  типовым 

слоем которого служит фактор-группа ,A*  где 

);pm)(1m(pAdim 2*   6) (12) — расслоение фактор-каса-

тельных линейных реперов ),B(L p
m

  типовым слоем которого яв-

ляется группа );pm(GLL   7) (7, 12, 13) — расслоение адап-

тированных касательных линейных реперов ),B(K p
m  типовым 

слоем которого служит фактор-группа К, где 

;mpmpKdim 22   8) (7, 8, 12, 13, 14) — расслоение адап-

тированных касательных центропроективных реперов 

),B(KA p
m

*  типовым слоем которого является фактор-группа 

,KA*  где *KA  dim 2m  );2mp(p   9) (15) — расслое-

ние сверхнормальных линейных реперов )B(L p
m

  с типовым сло-

ем — линейной фактор-группой );pm2n(GLL   10) (12, 15, 

16) — расслоение адаптированных нормальных к образующей 

плоскости линейных реперов )B(N p

m
 с типовым слоем — фак-

тор-группой N, где dim N= );pnm(m3)pn(pn2   11) (9, 

15, 17) — расслоение адаптированных нормальных к касательной 

плоскости линейных реперов )B(N p
m

  с типовым слоем — фак-

тор-группой N , где dim N = ).pnm(m3)pn(pp2   

В расслоении )B(G p
m  методом Ю. Г. Лумисте [2] зададим 

групповую связность с помощью форм связности 

,~ 
  где объект связности ,,,,,{ a

i
a

a
bi

i
j   ,
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
   определяется следующими диф-

ференциальными уравнениями [3], в частности 
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Из уравнений (21) вытекает [1] 
Теорема 1. Объект ассоциированной групповой связности 

Г содержит 4 простейших [3] подобъекта: объекты линей-

ных связностей },{},{},{},{ u
vii

a
bi

i
jk  

  заданных в соответ-

ствующих фактор-расслоениях (см. выше) и 22 простых [3] 

подобъекта, а именно: },,{ i
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i
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2. Композиционное оснащение и связность 1-го типа. 

Произведем композиционное оснащение семейства p
mB  [4], 

т. е. присоединим к каждой плоскости :Lm  1) плоскость 

,LP p1p   не проходящую через ее центр А; 2) плоскость 

,LP m1pm   не пересекающуюся с плоскостью ;Lp  3) плос-

кость ,TP m
*

1pm   не пересекающуюся с pL , и 4) плоскость 

 )LT(P:P mm1pm2n1pm2n . В соответствии с этим 

геометрическим расположением оснащающие плоскости оп-
ределяются следующими совокупностями точек: 

 ,AAAB,AAAB,AAB i
i

ai
i
aaaiii    

 .AAAAAB uua
a
ui

i
uuu  

   (22) 

Выражения для дифференциалов точек (22) имеют вид: 
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где компоненты оснащающего квазитензора ,,,{ a
i
ai  ,i


  

},,,,
uu

a

u

i

u
 


 удовлетворяют следующим сравнениям по 

модулю базисных форм :  
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i
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   

Из (24) имеем [4] 

Теорема 2. Оснащающий объект   семейства p
mB  явля-

ется квазитензором, содержащим 5 простейших ,, i
ai   

,, a
u

i    u  и 3 простых },,{},,{ i
a

i
a   },,{ i

u
a
uu   под-

квазитензора. 
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Выясним роль композиционного оснащения для задания груп-

повой связности в расслоении )B(G p
m , ассоциированном с семей-

ством p
mB . Покажем, что объект связности Г охватывается фун-

даментальным объектом 1  семейства p
mB  и композиционно ос-

нащающим квазитензором  , т. е. ),( 1  . Для этого исполь-

зуем дифференциальные уравнения (20) для компонент объекта 
ассоциированной связности Г, выражения (20) для трехиндексных 

форм   и сравнения (24) компонент квазитензора  . Отсюда на-

ходим выражения охватов компонент объекта Г, в частности 
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где «0» и «01» над Г означает, что объект охвачен. Из (25) вы-

текает 

Теорема 3. Семейство p
mB  и его композиционное оснаще-

ние индуцируют в ассоциированном расслоении )B(G p
m  группо-

вую связность 1-го типа с объектом ,,,,,{ a
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  , компоненты которого 

охвачены по формулам (25). 
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O. Omelyan 
 

ON THE CONNECTION OF THE 1-ST TYPE, 
INDUCED ON FAMILY OF CENTERED PLANES, 

GENERALIZING THE SURFACE 

 

By Laptev — Lumiste’s way we give the associated connection in 
bundle, associated with family of centered planes, generalizing the sur-
face. The composite clothing of family is produced and it is proved, that 
the clothing induces the connection of the 1-st type in principal bundle. 
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ОБ ОДНОМ ЧАСТНОМ СЛУЧАЕ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РИБОКУРА 

 
Изучается конгруэнция сфер. Рассматривается слу-

чай, когда поверхность центров является цилиндром. По 
известной поверхности центров строится функция ра-

диусов так, чтобы конгруэнция сфер была рибокуровой. 
 

В евклидовом пространстве 3E  рассмотрим двухпарамет-
рическое семейство сфер — конгруэнцию сфер [1, с. 459]. 
Пусть M  — гладкая поверхность, описываемая центрами 
сфер. Определим огибающую поверхность конгруэнции сфер. 

Обозначим через r(p) радиус-вектор точки р на M , через 

(p)r  — радиус-вектор точки огибающей M . Тогда имеем 

   nρrr , 




