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ТРЕХПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО ЭЛЛИПСОИДОВ, 
ДОПУСКАЮЩЕЕ КОНСТРУИРОВАНИЕ 

 
Исследован подкласс трехпараметрического семейства эллипсоидов в 

трехмерном аффинном пространстве. Дана конструкция многообразия. 
 
A subclass of three-parametrical collection of ellipsoids in three-dimensional 

affine space is investigated. The construction of the considered manifold is given. 
 
Ключевые слова: трехпараметрическое семейство, комплекс, эллипсоид, асимп-

тотическая линия, безынтегральное представление, индикатриса вектора. 
 
Key words: three-dimensional collection, complex, ellipsoid, asymptotic line, in-

tegral-free representation, vector indicatrix. 
 

Продолжается исследование трехпараметрических семейств (ком-
плексов) эллипсоидов в трехмерном аффинном пространстве, рассмот-
ренных в работах [1—10]. Оно проводится в каноническом репере 
R  {A, e1, e2, e3}, где A — центр эллипсоида q; векторы e1, e2 и e3 направ-
лены по тройке сопряженных диаметров эллипсоида, а концы их Ai, i, j, 
k  1, 2, 3, лежат на q. Деривационные формулы R запишутся в виде 

, ,ji
i i i idA d   e e e  причем формы Пфаффа , ji

i   удовлетворяют 

уравнениям структуры , .j ji k i k
k i i kD D         
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Уравнение эллипсоида q запишем в виде 1 2 2 2 3 2( ) ( ) ( ) 0.F x x x     

Изучаются трехпараметрические семейства (комплексы) K

 эллип-

соидов — подклассы многообразия 3K , исследованного в работе [10], ко-

гда индикатриса вектора e2  e3 является прямой, параллельной вектору e1. 

Из определения многообразия *
3K  следует, что его система дифференци-

альных уравнений Пфаффа будет иметь вид: 

 
2 3 1 3 1 2
1 1 2 3

3 3 2 2 1 2 3
2 3

, 0, , ,

, , ln .

i i
i

d

            

          
 (1) 

Анализируя систему (1) согласно работе [11], убеждаемся в том, что 
комплекс *

3K  существует и определяется вполне интегрируемой систе-
мой уравнений с произволом 10 постоянных. 

Теорема 1. Многообразия *
3K  обладают геометрическими свойствами: 

1) прямая l  (A3, e1) неподвижна; 
2) при движении точки A1 вдоль асимптотической линии 1 на поверхно-

сти (A1), заданной уравнением 2  0, прямая m1  (A1, e3) и координатная 
плоскость (A, e1, e3) неподвижны; 

3) поверхность (A3) вырождается в прямую, параллельную вектору e1; 
4) точка P  A  e1 e2 неподвижна при движении точки A1 вдоль асимп-

тотической линии 2 на поверхности (A1), заданной уравнением 3  0; 
5) класс отображений, порожденный рассматриваемым многообразием, не 

пересекается с отображениями, исследованными в работах [4], [7]. 
Доказательство. 1. Пусть M1  A3  X1e1 — текущая точка прямой l. 

Тогда, используя систему (1), находим: 1 1 1 3
1 1( (1 ) )dM dX X     e , 

откуда непосредственно следует первое утверждение теоремы. 
2. Обозначим M2  A1  X3e3 и M3  A  X1e1  X3e3 текущие точки соот-

ветственно прямой m1 и координатной плоскости (A, e1, e3). Согласно (1): 

 
3 2 3 2 3 3 3

2 1 2 3

1 1 1 3 2 3 2 3 3 3
3 1 2 3

(1 ) ( (1 ) ) ,

( (1 ) ) (1 ) ( (1 ) ) .

dM X X dX X

dM dX X X X dX X

         

             

e e e

e e e
 (2) 

Из (2) следует, что при движении точки A1 вдоль асимптотической 
линии 1 прямая m1 и координатная плоскость (A, e1, e3) неподвижны. 

3. Утверждение теоремы следует из формулы dA3  (1  2)e1. 

4. Из (1) получаем dP  2e1, откуда вытекает утверждение теоремы. 
5. Последнее утверждение верно согласно системе (1) и [4], [7]. � 
Доказанные геометрические свойства комплекса *

3K  позволяют его 
сконструировать, то есть построить его безынтегральное представление [12]. 
Для этого проводим следующие построения: 

1) задаем произвольную прямую l и фиксируем на ней точку P; 
2) проводим прямую l1, параллельную l, и выбираем на ней точку A3; 
3) задаем плоскость , проходящую через l и не содержащую l1; 
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4) проводим на плоскости  через точку P прямую m; 
5) в  выбираем A, не инцидентную l и m; через A проводим пря-

мые, параллельные l и m; в пересечении с m и l получим точки A1 и A2. 
С текущей точкой плоскости  совмещаем подвижный репер R  {O, 

e1, e2, e3} такой, что O  A и .ii AAe  Образующий элемент исследуемо-

го многообразия — квадрика q, соответствующая центру A, однозначно 
определяется точками Ai, центром A и сопряженными направлениями 

.ii AAe  При движении A в  получается двухпараметрическое семей-

ство эллипсоидов q, а при перемещении A3 по прямой l — трехпарамет-

рическое семейство эллипсоидов q, которое назовем комплексом *
3K . 

Докажем, что построенный комплекс квадрик q совпадает с много-
образием *

3K , то есть определяется в R системой уравнений (1). 

Так как l задается уравнениями X3  0, X2  1, то, согласно неподвиж-
ности этой прямой, 3 3 3 2 2 2

1 2 1 20, , 0, .           Прямая l1 парал-

лельна плоскости , поэтому 3 3
3 .    Из условия неподвижности пря-

мой m, заданной уравнениями X3  0, X1  1 при движении точки A1 

вдоль асимптотической линии 2, следует, что 1 1 1 3
1 2, .k       m1 оп-

ределяется уравнениями X1  1, X2  0. Так как эта прямая неподвижна 
при движении точки A1 вдоль линии 1, то 1 2 2 2

3 3, .       

Дифференцируя 3 3
3 ,    находим   1, поэтому 2 2

3 .    Замы-

кая 1 1 1 3
1 2, k      , получим 1 2

3 ,k    1 2 3 .dk k k       Диффе-

ренцируя 1 2
3 k   , находим k  , и система уравнений принимает вид: 

2 3 1 3 1 2
1 1 2 3

3 3 2 2 1 2 3
2 3

, 0, , ,

, , ln .

i i
i

d
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КРИВИЗНА 2-ГО ТИПА, ИНДУЦИРОВАННАЯ 
НА РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПЛОСКОСТЕЙ  

 
В многомерном проективном пространстве рассмотрено распреде-

ление плоскостей. Построена кривизна групповой связности 2-го типа, 
индуцированной композиционным оснащением распределения плоско-
стей. Доказано, что неподвижность пары плоскости Картана и гиперп-
лоскости Бортолотти в случае голономного распределения влечет об-
ращение в нуль тензора кривизны 2-го типа. 

 
 In many-dimensional projective space the plane distribution is consid-

ered. The curvature of group connection of 2-nd type, induced by composite 
clothing of plane distribution, is constructed. It is proved, that a immovability 
of Cartan’s plane and Bortolotti’s hyperplane in case of holonomic distribu-
tion attracts the vanishing of curvature tensor of 2-nd type. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, распределение плоскостей, 

групповая связность, тензор кривизны, композиционное оснащение. 
 

Key words: projective space, plane distribution, group connection, curvature 
tensor, composite clothing. 
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