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V. Malakhovsky

ON SAME PROPERTIES OF BASE SEQUENCES
OF PIFAGOR'S TRIANGLES

We consider two infinite sequences of Pifagor's triangles with prime cathetuses
and prime hypotenuse (base sequences of the 1-st and 2-nd kind). It is proved, that
even cathetus of the each Pifagor's triangle out of the first sequence is divisible by
12 or 60, and hypotenuse is divisible by 5. One of cathetuses for arbitrary Pifagor’s
triangle out of the second sequence is divisible by 5, and one of its cathetuses (the
same or the other) is divisible by 3. Area of each such triangles is divisible by 30.
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ANWENDUNGEN CARTAN‘s METHODE
ZU DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

(Ein Vortrag, der Autor an der Universitdt Miinchen in November 1995 gelesen hat)

Dieser Artikel ist einen kurzen Bericht {iber den Anwendungen von der
Cartan‘s Methode zu den Pfaff's Systemen der Differentialgleichungen — voll in-
tegrabille und nicht voll integrabille. Einige konkrete Beispielen mit Losung in
Quadraturen dieser Systemen sind betrachtet. Die Reduzierung der Verandlichen
in Pfaff's System mit Losung eines Beispiels ist auch gezeigt.

1. Einfiirung in der Cartan‘s Methoden. Es sei V — die Menge aller analytischen

Funktionen von n Verindlichen x}, X%, ..., X"

V={f(t, %, .., X" [ X eR} (1.1)
Die antikommutative, sogenante dufere, Multiplikation ,,A“ in der Menge der Diffe-
rentialen dx' (i =1, n) ist auf folgende Weise definiert:
1) wenn die Zahlen iy, iy, ..., iy sind paarweise verschieden und ji, jo, ..., j, sind
dieselbe Zahlen mit j;<j,<...jp, dann

| | . iy
p .
dxt Adx? A ndx’? ,Wenn( 7 |geradeist,
. _ ) JioJ
i p
dx" Adx" A.AdX? =
Iy...0
1

. . i P .
~dx!" AdxT A AdXT? ,wenn[ . Jungeradelst.

.]1"'jp
2) wenn mindestens zwei Zahlen von iy, i, ..., i, gleich sind, dann

: - i
dx" Adx A..Adx? =0.
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Daraus folgt
dx' Adx’! =—dx’ Adx'. (1.2)
Die Differentialform
Q2 =ay, i, (xl,x2 x“)dxil AdX2 A AdXP (1.3)
heipt aupere Differentialform der Potenz p. Die lineare Form

a)(d):ai (xl,xz,...,x" )dxi (1.4)
heift 1-Form oder Pfaff‘s Form.

Es gibt zwei wichtige Operationen in Cartan‘s Methoden:
1) duPere Differenzieruung D: Qp—€1q

DQ =da,. . ~dx" Adx? A AdX” ; (1.5)
p 1112...lp
. . . o,
2) algebraische Differenzierung o0: Q,—€,.1: Py =Q, 1, WO Q. aus €, fol-
X

genderweise erzeugt ist: jeder Summand, der das Symbol ,dx) nicht enthilt, bei Null
entsetzt wird, in allen anderen summanden dieser Symbol soll am Anfang an der erste
Stelle Platz nehmen und dann bei ,,1* entsetzt werden.

Beispiele: Q, =3x%zdxAdy—e’dy ndz.
1) DQ, = (6xzdx+ 3x2dz)/\ dx~dy—e”dy ndy ndz =3x*dxndy ndz;
(P Q (2
2) 06, _ 3x°zdy, 02, _ —3x%zdx —e’dz, 062, _ e’dy.
odx ody odz
Aus der Formel (1.5) unmittelbar folgen folgende Regeln der dufere Differenzier-
ung:
~\ ~ ~\ ~ 0 ~
D(@2, +2,)=D@2,+D2,, D(@2, A 3,)=D2, A3, +(-1) 2, AD2,,
D(DQ » )E 0 (Poincare‘s Theorem).

2. Anwendung zu Pfaff‘s System der Differenzialgleichungen. Das Beliebiges
System der gewdhnlichen oder Partielldifferenzialgleichungen kann man als Pfaff's
System représetieren mittels Einfiihrug Hilfsfunktionen. Zum Beispiel, wir haben ein
System der Partielldifferenzialgleichungen:

2
0’z =x3%+y2, %:siny. (2.1)
Ox0y oy

Ox
Bezeichnen ¢ = %,r = % . Dann aus (2.1) folgt:
&y oy

dz=sinydx+qdy, dq=(x3q+y2)dx+rdy, dxndy+#0.

Cartan‘s Methode gestattet das beliebiges System der Pfaff*s Gleichungen mittels
algebraische Rechungen zu analysieren. Fiir beliebige Pfaff‘s System
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O% =—dz” +b? (xb,zp)dxa +cf (xb,zp)dzé =0 (2.2)
(a,b,c:l,_m;a,ﬂzl,so;p:I,_V;f,n:so+1,r),Wo

dx' Adx® Ao AdX™ £0 (2.3)
wir definieren:
1) die Zahlen so, m, r, g, Wo Sy die Zahl der linear unabhingigen Gleichungen, m — die
Zahl der unabhdngigen Verdnderlichen, r — die Zahl der unbekannten Funktionen, g=r-s;
2) das rein abgeschlossenes System

0% =0, DO% =0, (2.4)
WO
DO% = DO“ £ (2.5)
dz% =bjdx" +cidz
3) die assoziierte Matrizen My, M,, ..., M1
me ez
a Sl
Ml = (m§’1)7M2 = o gesey Mm—l = eeeeees ’ (26)
méz’z mg y
WO
mg, =222 . (h=1,m-1) 2.7)
’ odz® dxazXZ‘,dzgth

4) die charakteristische Zahlen des Systems sy, Sy, ..., Sm, WO S; ist der Rang der
Matrix My,

s,=Rang M,-Rang M, ..., S,.1=Rang M;,.;-Rang M5, S,=0-(S1+So+...+Sm.1); (2.8)
aus (2.6) folgt:
Sog 28] 28y 2..28,,; (2.9)

5) Cartan‘s Zahl Q=Ss;+2S,+...+msy,;
6) die Zahl N der frein Verdnderlichen in dem prolongiertem System

O% =0, dz° :a}‘;g (xl,xz,...,xm,zl,zz,..., Zr)dxb. (2.10)

Es gibt zwei wichtige Cartan‘s Theoreme.

1. Wenn Q=N, dann das gegebene System (2.2) in involution ist. Die gemeinsame
Losung dieses Systems ist mit Freicheit s, Funktionen von m Argumenten, s, Funk-
tionen von m-1 Argumenten, u.s.w., mit s; Funktionen von einer Argument und mit s,
beliebige Konstanten.

2. Wenn Q=N, dann das gegebenes System soll prolongiert werden. Nach endliche
Male der Prolongierung entsteht entweder das System in Involution oder wir kommen
zu Widerspruch, d.h. das gegebene System kein Losung hat.
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3. Die voll integrabille Systeme der Differentialgleichungen. Wenn r=s, das
System (2.2) nimmt die Forme

dz% = bg‘(zﬂ, xb)dxa. (3.1)
Das rein abgeschlossenes System ist (3.1) und
[8b;" _dby  abg v b »

+ dx® A dx? = 0. 3.2
x ot ot J (3:2)

obg aby ,., oby by,

PYCP R IPYCIP e
tem (3.1) kein Losung hat. Aber wenn

on; a5, b Ob

Aus (2.3) folgt, dap wenn (a,b =1_m) dann das Sys-

(3.3)

PYCIPY R ERPNCIP A
dann die Gleichungen (3.2) verschwinden. Solches System heift voll integrabilles Sys-
tem der Differentialgleichunen.

Es gibt die standarte Methode fiir die Losung des voll integrabilles Systems:
1) mann nimmt ein beliebiges Punkt My(x') und sucht die Lésung des Systems
(3.1) auf der Gerade OM;:

x? = x; (3.4)
dd = b2 (x°t,27 k& (3.5)

2) sei
z% = f% (xlb,t, Clyeens C ); (3.6)

die gemeinsame Losung des Systems (3.5). Dann bei Entsetzung t auf 1 wir erhalten
die gemeinsame Losung des Systems (3.1):

z% = f“ (xb,l,cl —_- ) (3.7)
Beispiel:
dz =udx+ zdy, du= u(dx+ dy), dv=vdx+udy, dxndy #0. (3.8)
Wir haben
dundx+dzady=0, dun(dx+dy)=0, dvadx+dundy=0. (3.9

Aus (3.8) folgt dap die Quadratische &ufere Gleichungen (3.9) identisch

verschwinden. Das System (3.8) ist voll integrabilles. Die gemeinsame Loung erhalten
wir mittels standarte Methode:

1) x=x4t, y=y1t, dx=x,dt, dy=y,dt;

2)%—ux+ @—u(x+ )é}—vx +uy; (3.10)
1 172V s 1TV s 1 TUYs :

3) u= Cle(x1+y1)f , z= Cle(x1+y1)f + Czeylt, V= Cle(x1+y1)f + C3€xlt

Hu=Ce, z=Cie"™ +Cye”, v=Cie™™” +Cye”.
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4. Die Pfaff‘s Systeme nicht voll integrabille.

Nel

du, = zldx+%x2dy, du, = %yzdx+ zZ,dy,duy = z,dx+zdy,dx ndy #0. (4.1)
1) 5o=3, m=2, r=5, q=2;
2) dzy ndx+xdxndy=0, ydyandx+dzy, Andy=0, dzy Adx+dz; ndy=0;,
X, 0
M, =0 Y |, 4)s:=2,s=0;, 5)Q=2
Y X
6) dz, = adx+ fdy, dz, = ydx+ &dy;
LAy ndx+xdxndy =0, ydyndx+ydxndy=0, ody ndx+oadxndy=0;
f=xy=y, 0=a
dz, = adx+xdy, dz, = ydx+ody. 4.2)
N=1<Q. Das System ist nicht in Involution. Fiir das prolongiertes System (4.1)
und (4.2) wir haben:
1) s, =5 m=2,7=6, q=1
2) dandx+dxndy=0, dyrdx+dandy=0;

~ (X -
3)M1:[Y1}; 45 =1,5=0; 5) 0=1;

1
6) do = o dx+ pidy, pidx~ndy+dxndy=0, dendy+a,dxndy=0.

Daraus folgt: ay=1, /=1,
do=dx+dy. 4.3)

Das zweite prolongierte System (4.1), (4.2), (4.3) ist voll intergrabille. Losen es:
1) x=x4t, y=y1t, dx=x,dt, dy=y,dt;

2)d—a—x +y %—ax + X Y %—ay + X Y
dt 1 1 dt 1 171> dt 1 11
du 1 du, 1 du
— L=z H o, =Yt Yz, = 2%+ Yz

dt 2 Tt 2 dt

3-4) a=x+y+C, 21:%x2+C1x+xy+C2, 22=%y2+C1y+xy+C3,
1. 1.2 1.2 1.2
Uy = X (x+3y)+§C1x +C2x+C4,u2:6y (y+3x)+EC1y +C,y+Cy, (4.4)
1
u3:Ew(x+y)+C1xy+C3x+C2y+C6..
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Ne2

dz, =udx + x*dy, dz, =udy + y*dx, dx A dy #0. (4.5)
1) so=2, m=2, r=3, =1,
2) dundx+2xdxrndy=0, dundy+2ydydx=0;,

X
3) Mlz(yl} 4) s,=1,5,=0; 5)Q=1,

1
Ay Adx+2xdx Ady =0,
adx Ady +2ydy Adx =0,

du=2(ydx+xdy) (4.6)

N=0<Q. Das System ist nicht in Involution. Das prolongierte System (4.5), (4.6) ist
voll integrabille.

6) du:adx+ﬂdy,{ a=2Y, f=2X;

u=2xy+Cy, 2;=X(Xy+C1)+Cy, Z,=y(xy+C;)+Cs. 4.7)
Ne3

dt, =udx—2vdy, dt, =vdy+wdz, dt; =2wdz+udx, dxndyrdz#0. (4.8)

1) =3, m=3, r=6, q=3;
2) dundx—2dvady=0, dvady+dwnadz=0, 2dwAdz+du dx =0,

X, -2, 0
0o v Z
YMm, =0 v, Z | M,=
X, =21, 0
0o Y, Z
4) s,=2, 5,=1, 53=0; 5) Q=4;

6) du=cadx, dv=/£dy, dw=xdz. 4.9
N=3<Q. Das System ist nicht in Involution. Das prolongierte System (4.8), (4.9) ist in
Involution. Aus

dandx=0, dfrdy=0, dyandz=0, (4.10)

folgt:
a=a(X), B=PY), r=A2)- (4.11)

Dann
u= J.a(x)dx+ C,, v= Iﬂ(y)dy+ C,, w= I;/(z)dz+ Cs. (4.12)

t, = Ju(x)dx—2[v(y)dy +C,,
t, = [v(y)dy +[w(z)dz+C;, (4.13)
ty = 2[ w(z)dz +2[u(x)dx+ Cs.
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5. Die Reduzierung der Verindlichen. Fiir eines beliecbiges Pfaff's system der
Diffrentialgleichungen bestimmt man eines anderes sogenannte assoziiertes System,
dap besteht aus Pfaff‘s Gleichungen:

oDe” _, 00"
adx® ' adzP

Bezeichnen wir als R der Rang dieses Systems. Es gibt ein wichtiges Theorem.
Das assoziiertes System (5.1) ist voll integrabilles. Sein erste Integralen bielden
die minimale Menge der Verdndlichen, mittels kann man alle Gleichungen

% =0 (5.2)

@“ =0, =0 (a=1sy;a=1m;p=1r) (5.1)

vorstellen.

Daraus folgt, wenn Rang R ist weniger als der Zahl m+r Verdndlichen wir reduzie-
ren konnen.

Betrachten wir eines Beispiel

dz=(u+y)dx—xdv, dt=v+x)dy—ydu, dxrdy#0. (5.3)
1) sp=2, m=2, r=4;
2) (du+dy)adx+dvadx=0, (dv+dx)Ady+dundy=0.
Daraus folgt

1 1 1 1
bo =—du—dv-dy=0, bo =dx=0, bo =dx=0, bo =dx =0,
odx ody odu odv
2 2 2 2
cbo =dy=0, obo =—du—dv—dx=0, cbo =dy=0, cbo =dy=0.
odx ody odu odv
Das assoziiertes System besteht aus Gleichungen:
dx=0, dy=0, du+dv=0, dz=-xdv, dt=-ydu. (5.4)

Dieses System ist voll integrabilles. Sein erste Integralen sind
X, Y, E=UtV, m=z+Xv, m=t+yu. (5.5)
Das System (5.3) nimmt die Form:
dm=(Sty)dx, dm=(S+x)dy. (5.6)

Das abgeschlossenes system besteht aus Gleichungen (5.6) und die quadratische Glei-
chungen

(dé+dy)ndx=0, (dE+dx)Andy=0, dxady#0. (5.7)
Wir analysieren dieses System:

1) so=2, m=2,r=3,09=1; 2)ist (5.7);

3) M, :(;(IJ; 4)s;=1,5,=0; 5) Q=1;
1
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6) d& = adx+ fdy, (B+1)dyAdx=0, (a+1)dxAdy=0;
7) daraus folgt; o=-1, f=-1,
d&=-dx-dy. (5.8)

N=0<Q. Das system (5.6) ist nicht in Involution. Fiir das prolongiertes System (5.6),
(5.8), dap voll integrabilles ist, wir haben

E=—x—-y+C,, dn =(Cl —x)dx, dn, =(C1 —y)dy. (5.9
Daraus folgt:
2 2
X Y
U :Clx_7+cza Up) :Cly_7+c3' (5.10)

wo C,, C,, C5 die beliebige Konstanten sind.
Als unbekannte Funktion u kann man eine beliebige Funktion f(x,y) nehmen:

u=f(x,y). (5.12)
Aus (5.5) folgt:

2
v=—x-y-f(x,y)+C, Z=%+Xf(x,y)+xy+Cz,

2
t=C1y—y7—yf(x,y)+C3-

(5.12)

Das ist die gemeinsame Losung des Systems (5.3), der wir mit Hilfe der Reduzierung
der Verédnderlichen erhielten.
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B.C. ManaxoBckuit

[MTPUMEHEHUE METOIA KATPAHA
K JNODPEPEHIIMAJIBHBIM YPABHEHUAM

JlaHo KpaTKoe M3J10KeHHE MPUMEHEeHHs MeToaa BHemHux ¢opm Kaprana k pe-
HIEHUIO BIIOJIHE UHTETPUPYEMBIX U HE BIIOJHE MHTETPUPYEMBIX CHUCTEM YpPaBHEHUU
[1padda. PaccMoTpeHbl KOHKpETHBIE MPUMEPHI TAKMX CUCTEM C PEUICHHUEM B KBa/l-

parypax.
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