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Продолжается изучение горизонтальных векторов, начатое 

в работах [5], [6]. 
 
1. Пфаффовы производные и скобки Ли. Структурные 

уравнения расслоения )L(Xm  касательных линейных реперов 

на гладком многообразии mX  имеют вид 
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 i
j

jid   , i
jk

ki
k

k
j

i
jd   ,  (1) 

причем 

 i l i i l i l l i
jk jk l lk j jl k jkldω ω ω ω ω ω ω ω ω        ,  (2) 

где 0i
]jk[  (mod i ); m,,...k,j,i 1 . Выражение для диф-

ференциала точки )L(XA m  запишем в виде 

 i i j
i j idA ω e ω e  .  (3) 

Совокупность векторов 1-го порядка  , k
i je e e  образует ре-

пер касательного пространства ][ k
jimm eeT 2 ,  к расслоению 

)L(Xm  в точке A , двойственный к кореперу  jii  , , то 
есть [4, с. 120] 

 ( ) , ( ) 0, ( ) 0, ( ) .i i i k i i k i k
j j j j k j l l jω e δ ω e ω e ω e δ δ      (4) 

Вполне интегрируемая система уравнений 0i  фикси-
рует точку многообразия mX  и, следовательно, слой расслое-

ния )L(Xm . Таким образом, касательное пространство 2mmT   

содержит вертикальное пространство ][ j
im eT 2  , касательное 

к слою в точке A . 

Векторы k
ji ee ,  удовлетворяют уравнениям [5] 

 j
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j
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j
iji eeeeed   , (5) 

 k
l

jl
ik

kj
ik

j
k

k
i

j
i eeede   ,  (6) 

причем для совокупности векторов 2-го порядка 

 , , ,k j jl
ij ij ik ike e e e e   имеем 

 ij jie e , k k
ij jie e , jl lj

ik kie e .  (7) 

Они удовлетворяют сравнениям по модулю базисных и слое-
вых форм i

j
i ,  расслоения )L(Xm  
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 k l k l k l k
ij il kj k ij kj li k lijde e ω e ω e ω e ω    , 

 k lk s k l
ij sj li l jide e ω e ω  ,  (8) 

 0jl
ikde  . 

Перепишем уравнения (5), (6) следующим образом: 

 j
k

k
ij

j
ij

k
ji

j
ki eeeed  ˆˆ  ,  (9) 

 k
l

jl
ik

kj
ik

j
i eede  ˆˆ  ,  (10) 

где 

 ijij ee ˆ , j
ik

j
ik ee ˆ   (11) 

 базисные пфаффовы производные; 

 j
k
i

k
ij

k
ij eee ˆ , l

i
j

k
jl

ik
jl

ik eee ˆ   (12) 

 слоевые пфаффовы производные. 
Таким образом, из векторов репера 2-го порядка 

 eee  ,2  с условиями симметрии (7) построена новая сово-

купность векторов 2-го порядка  jl
ik

k
ij

j
ikij eeeee ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ   с усло-

виями симметрии (71), которые назовем адаптированными 
пфаффовыми производными. 

Теорема 1. Альтернации адаптированных пфаффовых 
производных ê  являются скобками Ли векторов e . 

Доказательство. Базисные и слоевые пфаффовы производ-
ные ê  будем считать производными по направлению неверти-

кальных векторов ie  и вертикальных векторов j
ie , то есть 

 ˆ ˆ, ,
j k

j j
ij e i ik e ie e e e      (13) 

 ˆ ˆ,k l
j k

k jl j
ij i ik ie e

e e e e    . 

Действительно, используя обозначения (11)(13), получим 
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Для введенных скобок 
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,],[ j
i
kk

i
j eee 

 
i
l

k
j

k
j

i
l

l
k

j
i eeee  ],[

  (14) 

легко доказываются тождества Якоби в следующих четырех 
возможных случаях: 

 
,0]],,[[]],,[[]],,[[  jikikjkji eeeeeeeee
 

 
,0]],,[[]],,[[]],,[[  k

i
jl

i
jlklk

i
j eeeeeeeee

 

 
,0]],,[[]],,[[]],,[[  k

l
i
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i
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k
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 [[ , ], ] [[ , ], ] [[ , ], ] 0i k s k s i s i k

j l t l t j t j le e e e e e e e e   . 

Замечание 1. Рассматривая dA  как линейное преобразо-
вание [8, с. 83] касательного пространства )mTL(X , с помо-
щью соотношений (4) получим (естественные сточки зрения 
аппарата исследования) равенства 

 ( )i idA e e , ( )j j
i idA e e . 

Аналогично, для линейных преобразований de  пространства 

)) m
2

m L(XTTTL(X   имеем 

 ˆ( )i j ijde e e , ˆ( )k k
i j ijde e e , j

ikk
j

i eede ˆ)(  , jl
ik

l
k

j
i eede ˆ)(  .  (15) 

Действительно, например, 

 ijj
k
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l
kj
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l

l
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ikji eeeeeeeede
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ˆ)()(ˆ)(ˆ)(

00








. 

Таким образом, векторы из ê  являются: 
1) адаптированными пфаффовыми производными векторов 

из репера e ; 
2) производными векторов из репера e  по их направлени-

ям, то есть eee ˆ ; 

3) образами векторов из репера e  при отображениях de , 
то есть eede ˆ)(  . 
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2. Тождества Бианки. Зададим связность в расслоении 
)L(Xm  касательных линейных реперов способом Лаптева — 

Лумисте с помощью форм 

 Γi i i k
j j jkω ω ω  ,  (16) 

 ΔΓ Γi i i l
jk jk jklω ω  .  (17) 

Внося в уравнения (1) формы (16), получим [2, с. 186; 3, с. 237] 

 i j i i
jdω ω ω θ   , Ωi k i i

j j k jdω ω ω     ,  (18) 

где 

 1
2

i i j j
jkθ T ω ω  , 1

2Ωi i k l
j jklR ω ω    (19) 

 формы кручения и кривизны. 
Дифференцируя уравнения (18) внешним образом, найдем 

тождества Бианки в бескоординатном представлении [2, с. 187] 

 Ωi i j
jDθ ω  , Ω 0i

jD  ,  (20) 

где D   символ внешнего ковариантного дифференциала 
[3, с. 211] 

 i i j i
jDθ dθ θ ω    , Ω Ω Ω Ωi i k i i k

j j j k k jD d ω ω      . 

Далее, нам понадобятся тождества Бианки в координатном 
представлении [3, с. 257—258] 

 { 0i i i s
{jkl} l jk} s{j kl}R T T T   ,  (20) 

 { 0i i t
s jt{s kl}j kl}R R T   , 

где   символ ковариантного дифференцирования; {…}  
циклирование. 

Объект {Γ , Γ }i i
jk jkl  назовем продолжением 2-го порядка аф-

финной связности, причем 
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Уравнения на тензоры i
jkT  и i

jklR  запишем в виде 

 i i l i s l
jk jkl jkl sdT T ω T ω  , i i s i t s

jkl jkls jkls tdR R ω R ω  , 

где 

 i s i l l i l i
jkl s jk j sk k jsT δ T δ T δ T    ,  (21) 

 i t i t t i t i t i
jkls s jkl j skl k jsl l jksR δ R δ R δ R δ R      

 слоевые пфаффовы производные. 
 
3. Горизонтальные векторы. Внося формы (16) в дерива-

ционную формулу (3), получим 

 i j k
j i kdA ω e ω A   , 

где 

 Γi j
k k jk iA e e   . 

Векторы AE kk   назовем горизонтальными. 
Внося формы (16) в уравнения (6) для вертикальных век-

торов j
ie , получим j

ik
kj

i ee   , где 

 j j k j jl k
i i i k ik le de e ω e ω     , 

 Γ Γj j l j js l
k i ik i lk il ske e e e    ,  (22) 

причем справедливы сравнения 0 j
ike . 

Дифференциалы горизонтальных векторов AE kk   при-
ведем к виду 

  

(23)

 
 Подставим в равенство (23) выражения векторов j j

ik kie e  из 
обозначения (22): 

  
(24)
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Из (24) следуют уравнения (17) и 

 i
k i kdE Eω  l

klω E i j
j k iω e  ,  (25) 

где 
 Γ Γj i j i

kl kl i jkl il jkE e e e   , 

причем 
 [ ] [ ]Γi j i j

kl jkl i j k l iE R e e   . 

Выражение (25) запишем в виде 

 kdE  l
klE ω i

j
j

kiE  ,  (25) 

где 

 j j i
ki k i k jE e δ E     (26) 

 слоевые пфаффовы производные горизонтальных векторов. 
Замечание 2. При отображении kdE  имеют место равенства 

 ( )k l kldE e E , ( )i i
k j kjdE e E . 

 

4. Контравариантные уравнения связности. Внешние 

дифференциалы форм li
jkl

i
jk

i
jk L  ~  имеют вид 
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 ( Γ Γ Γ )t i i t i t l s
jkl ts tkl js jtl ksL L L ω ω    , 

откуда по теореме Картана  Лаптева 

 Δ Γ Γ Γ 0i i s s i s i i
jkl sl jk jl sk kl js jklL ω ω ω ω     . 

Объект },{
2

i
jkl

i
jk L  — объект аффинной связности  

2-го порядка. 

Внесем формы аффинной связности 2-го порядка 
2
  в 

уравнения (5). Получим ij
j

i ee 22   , где 
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 2 j j k k j
i i j i k ji ij ke de e ω e ω e ω       , 

 2 Γ Γk l k l k
j i ij il kj k ij k lije e e e e L     ,  (27) 

причем справедливы сравнения k
li

l
kjij eed 22  . 

Замечание 3. Внося формы (16) в уравнения (5), получим 

ij
j

i ee 11   , где 

 1 j j k k j
i i j i k ji ij ke de e ω e ω e ω      , 

 1 Γ Γk l k
j i ij il kj k ije e e e    ,  (27) 

причем 

 1 1 ( Γ )k l k s k l
j i li j k lij ij ls kd e ω e ω ω e     . 

Посредством формы аффинной связности 2-го порядка 
2
  

в уравнениях (17), получим i
jkl

li
jk  22  , где 

 2Γ Γ Γ Γ Γi i l i i l i l i
jk jk jk l lk j jl k jkd ω ω ω ω         , 

 2 Γ Γ Γ Γ Γ Γ Γ Γi i s i i s i s i
l jk jkl jk sl sk jl js kl jklL      .  (28) 

Выражение 
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jkkl
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j
iklkl eeeeeE  )(

 
с учетом обозначений (27), (22), (28) принимает вид 

 2 Γ Γ Γ Γ Γj i i j i js r i
l k kl ki jl i kl il jk ir sl jkE e e e e e         (29) 

 (Γ Γ Γ Γ Γ )j i s i i s
i jkl jk sl js kle   . 

Альтернируя выражение (29), получим 

 [ ] [ ]
i i j

l k l k kl i jkl iA E T E R e     .  (30) 

Уравнения (30) называются контравариантными уравне-
ниями связности [3, с. 243]. 

Утверждение. Тензоры кручения i
klT  и кривизны i

jklR  яв-

ляются горизонтальной и вертикальной составляющими аль-
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тернированных ковариантных производных горизонтальных 
векторов [1, с. 121]. 

Рассмотрим адаптированный репер },{ k
i
j Ee , найдем таб-

лицу умножения для вертикальных i
je  и горизонтальных 

kE  векторов. Для векторов i
je  найдено соотношение (143) 

[3, с. 243]. 
Теорема 2. Ковариантные производные векторов адапти-

рованного репера },{ k
i
j Ee  являются производными по направ-

лению горизонтальных векторов, то есть 

 
k

i i
k j E je e   , 1

jj i E ie e   , 
ll k E kE E   .  (31) 

Доказательство. Для левой и правой частей равенства 
(311) имеем 
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. 

Для левой и правой частей равенства (312) имеем 

1) k
ijk

l
kj

k
ilijij eeee 

)72(
1 ; 

2) 
)13(

  ieeiE ee k
lj

l
kjj

)12,11(
ˆˆ  l
ik

k
ljij ee  

 
 )( k

l
i

l
ik

k
ljij eee  k

ijk
l
kj

k
ilij eee 

. 

Аналогично доказывается равенство (313). 
 
Учитывая равенства (31), имеем [3, с. 243; 1, с. 131] 

 [ , ]i i
j k k je E δ E ,  (32) 
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а контравариантные уравнения (30) принимают вид 

 
1

[ , ]
2

i i j
l k kl i jkl iE E T E R e  .  (33) 

Теорема 3. Для операции [,], определяемой равенствами 
(32), (33), выполняются тождества Якоби. 

Доказательство. Рассмотрим 1-е тождество 

 [[ , ], ] [[ , ], ] [[ , ], ] 0i k k i i k
j l s l s j s j le e E e E e E e e   .  (34) 

Оно доказывается легко с помощью выражений (14), (32). До-
кажем 2-е тождество: 

 [[ , ], ] [[ , ], ] [[ , ], ] 0i i i
j k l l j k k l je E E E e E E E e   .  (35) 

Преобразуем левую часть тождества (35) с помощью соотно-
шений (32), (33) 

 [ , ] [ , ] [ , ]i i s t s i
k j l l j k kl s skl t jδ E E δ E E T E R e e     

 ( ) ( )
s

i s t s i s t s s i
k jl s sjl t l jk s sjk t kl E jδ T E R e δ T E R e T e         
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s t s
kl s skl te

T E R e    

 ( ) ( ) [ , ]i s i s i t i t s s i
k jl l jk s k sjl l sjk t kl s jδ T δ T E δ R δ R e T E e         

 [ , ]t s i
skl t jR e e i i

j j

s s t
s kl t skle e

E T e R      

 ( ) ( )i s i s i t i t s i
k jl l jk s k sjl l sjk t kl jδ T δ T E δ R δ R e T E         

 ( )t s i i s
skl j t t jR δ e δ e  s i s t i

s klj t skljE T e R    

 ( )s i i s i s s i
klj k jl l jk j kl sT δ T δ T δ T E      

 
(21)

( ) 0t i i t i t i t t i s
sklj k sjl l sjk s jkl j skl tR δ R δ R δ R δ R e      , 

где 

 i
j

s s i
kl klje

T T  , i
j

t t i
skl sklje

R R   

 слоевые пфаффовы производные объектов кручения и кри-
визны, вычисляемые по формулам (21). 



Дифференциальная  геометрия  многообразий фигур 

 110 

Перейдем к доказательству 3-го тождества 

 [[ , ], ] [[ , ], ] [[ , ], ] 0i i k k i j j k iE E E E E E E E E   .  (36) 

Левую часть тождества (36) преобразуем с помощью контра-
вариантных уравнений связности (33) 

 
 ],[],[],[ i

l
s

s
ljkl

l
jkj

l
s

s
lkil

l
kik

l
s

s
lijl

l
ij EeRETEeRETEeRET

 

 
 s

lijE
l
s

l
ijElk

l
s

s
lijkl

l
ij ReTEEeREET

kk
],[],[

 

 
 s

lkiE
l
s

l
kiElj

l
s

s
lkijl

l
ki ReTEEeREET

jj
],[],[

 

 
 s

ljkE
l
s

l
jkEli

l
s

s
ljkil

l
jk ReTEEeREET

ii
],[],[

 

 
 s

lijk
l
s

l
ijkls

l
k

s
lij

s
t

t
slks

s
lk

l
ij ReTEEReRETT )(

 

 
 s

lkij
l
s

l
kijls

l
k

s
lki

s
t

t
sljs

s
lj

l
ki ReTEEReRETT )(

 

 
 s

ljki
l
s

l
jkils

l
i

s
ljk

s
t

t
slis

s
li

l
jk ReTEEReRETT )(

 

 
.0)()(

)02(

}{}{}{}{}{


 t

ij
s

klt
s

ijlk
l
s

l
ijk

s
jk

l
is

l
ijkl TRReRTTTE

 
Замечание 4. Проальтернируем ковариантные производ-

ные (28) по k, l 

 [ ] [ ] [ ]Γ Γ Γ Γi i i s i s i
l jk jkl js kl s k jl j klR T L     .  (37) 

На поверхности mX  в проективном пространстве nP  выпол-

няются соотношения 0s
klT , s

jl
i

ks
i

kljL ]

0

[

0

][

0
  и выражение 

(37) упрощается 

 
1 0 0

[ ]Γ i i
l jk jklR  ,  (38) 

где нулик означает, что объект является индуцированным. Ана-
логично для всех компонент индуцированной фундаментально-

групповой связности 1-го типа [7] ,,{
101

ij
i
jk  ,

0
a
bi },

10

ai
i
aj   

справедливо 
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1 01 01

. .
[ ]Γk l klR   .  (39) 

Для индуцированной связности 2 и 3-го типа имеем 

 
3 3

[ ]Γ 0k j  .  (40) 

Теорема 4 [4, с. 81]. Если YX ,   горизонтальные векторы, то 

 ([ , ]) Ω ( , )i i
j jω X Y X Y  .  (41) 

Доказательство. Рассмотрим равенство (41) для базисных 
векторов kEX  , lEY  , то есть 

 1
2([ , ]) ( , )i i p q

j k l jpq k lω E E R ω ω E E   . 

Используя контравариантные уравнения связности (33),  
получим 

 ( 2 2 )i s s p
j kl s pkl sω T E R e    

  1
2 2 ( ) ( ) ( ) ( )i p q p q

jpq k l l kR ω E ω E ω E ω E   , 

откуда 

 2 ( ) 2 ( ) ( ).s i s i p i p q p q
kl j s pkl j s jpq k l l kT ω E R ω e R δ δ δ δ        (42) 

Легко показать, что 

 ( ) 0, ( ) .i i k i k
j k j l l jω E ω e δ δ     (43) 

Учитывая условия (43), выражение (42) принимает вид 

 2 s i p i i
pkl s j jkl jlkR δ δ R R    , 

что доказывает теорему. 

Теорема 5 [4, с. 119]. Для форм связности i
j~ , кручения 

i  и кривизны i
j  линейной связности  в расслоении )L(Xm  

имеют место структурные уравнения 

 ( , ) [ ( ), ( )] ( , ),i j i i
jdω X Y ω X ω Y θ X Y    (44) 



Дифференциальная  геометрия  многообразий фигур 

 112

 ( , ) [ ( ), ( )] Ω ( , )i k i i
j j k jdω X Y ω X ω Y X Y    ,  (45) 

где )mAL(XTYX,  , )mL(XA . 

Доказательство заключается в проверке формул (44), (45), 
если YX,   горизонтальные и (или) вертикальные векторы. 

Нам понадобится известная формула 

 ]),([)()(),( YXXYYXd YX   . 

Операция [,] определяется обычным образом 

 )()()()()](),([ XYYXYX   . 
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Giving the affine connection by means of horizontal vectors 
 

Contravariant equations of affine connection and expressions for Lie 
bracket are found. 




