
А. В. Кулешов 

83 

1 

УДК 514.76 
 

А. В. Кулешов  
Балтийский федеральный университет им. И. Канта, Россия 

arturkuleshov@yandex.ru 
doi: 10.5922/0321-4796-2025-56-8 

 
Симметрии одной задачи гидродинамики 

со свободной границей 
 

Рассматривается задача о волнах на воде в трехмерном 
случае без поверхностного натяжения, относящаяся к классу 
задач со свободной границей. Как показали Т. Брук Бенджа-
мин и П. Олвер, на задачи такого типа можно распространить 
методы группового анализа дифференциальных уравнений. 
Основу группового анализа составляет техника вычисления 
алгебры Ли инфинитезимальных симметрий заданной систе-
мы дифференциальных уравнений. Цель настоящей работы — 
продемонстрировать применение этих методов на примере 
вышеуказанной задачи. Произведен подробный вывод базис-
ных инфинитезимальных симметрий, указан их физический 
смысл, вычислены их попарные коммутаторы и найдены чле-
ны производного ряда для алгебры Ли, являющейся линейной 
оболочкой данных инфинитезимальных симметрий. Показано, 
что все инфинитезимальные симметрии вышеуказанной зада-
чи образуют 13-мерную неразрешимую алгебру Ли, что согла-
суется с результатом, приведенным без доказательства в рабо-
те вышеуказанных авторов. 
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1. Введение. Постановка задачи 

 
Нахождение групп симметрий тех или иных дифференци-

альных уравнений, как обыкновенных, так и в частных произ-
водных, составляет основу группового анализа дифференци-
альных уравнений, восходящего к работам Софуса Ли и име-
ющего многочисленные приложения. Например, с помощью 
этого метода строят новые решения по уже известным, нахо-
дят точные решения, имеющие физический смысл, а также по-
лучают законы сохранения согласно теореме Нётер (см., напр., 
монографии [1—4]). В работе [7] показано, каким образом 
групповой анализ можно распространить на случай задач гид-
родинамики со свободной границей. Свой подход авторы ука-
занной работы проиллюстрировали на примере нахождения 
алгебры Ли инфинитезимальных симметрий для двумерной 
задачи при отсутствии поверхностного натяжения (ߪ ൌ 0), 
ограничившись лишь указанием конечного результата для 
аналогичной трехмерной задачи. В настоящей статье мы вос-
полняем указанный пробел, произведя подробный вывод ал-
гебры Ли инфинитезимальных симметрий для трехмерного 
случая. 

Пусть ሺݔ, ,ݕ -ሻ — прямоугольная декартова система коорݖ
динат, причем ось ݕ направлена вверх, и пусть несжимаемая 
невязкая жидкость единичной плотности заполняет область 
-ఎ, ограниченную сверху подвижной (свободной) поверхноܦ
стью ܵ, описываемой уравнением 

ݕ  ൌ ,ݔሺߟ ,ݖ  ሻ, (1.1)ݐ

где ݐ — время, ߟ — некоторая гладкая функция переменных 
,ݔ ,ݖ -Горизонтальная проекция ܵ଴ поверхности ܵ представля .ݐ
ет собой всю плоскость ݖݔ. Область ܦఎ может как простирать-
ся на бесконечную глубину для всех ሺݔ, ሻݖ ∈ ܵ଴, так и быть 
ограниченной снизу фиксированной горизонтальной плоско-
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стью ݕ ൌ െ݄. Для всякой функции ݂ሺݔ, ,ݕ ,ݖ  ሻ обозначим черезݐ

ௌ݂ ее ограничение на поверхность ܵ, то есть результат подста-
новки уравнения (1.1) в данную функцию. 

Следуя [7], будем считать, что поток жидкости порожден 
консервативными, а значит, безвихревыми силами. В таком 
случае векторное поле скоростей ݑሬԦ: ఎܦ	 → Թଷ является потен-

циальным, то есть представляется в виде ݑሬԦ ൌ :߮ где ,߮׏ ఎܦ	 → 
→ Թ — потенциал. В силу того что несжимаемость жидкости 
приводит к условию div ሬԦݑ ൌ 0, потенциал ߮ удовлетворяет 
уравнению 

 Δ߮ ≡ ߮௫௫ ൅ ߮௬௬ ൅ ߮௭௭ ൌ 0. (1.2) 

Наряду с ним рассматриваются нелинейные граничные 
условия: кинематическое условие (kinematic condition) 

 Γଵ ≡ ௧ߟ െ Φሺ௬ሻ ൅ Φሺ௫ሻߟ௫ ൅ Φሺ௭ሻߟ௭ ൌ 0 (1.3) 

и динамическое условие (dynamic condition) для случая отсут-
ствия поверхностного натяжения (ߪ ൌ 0) 

 Γଶ ≡ Φሺ௧ሻ ൅
ଵ

ଶ
൫Φሺ௫ሻ

ଶ ൅ Φሺ௬ሻ
ଶ ൅ Φሺ௭ሻ

ଶ ൯ ൅ ߟ݃ ൌ 0, (1.4) 

где 

Φሺ௫ሻ ൌ ሺ߮௫ሻௌ, 		Φሺ௬ሻ ൌ ൫߮௬൯ௌ, 

Φሺ௭ሻ ൌ ሺ߮௭ሻௌ, 		Φሺ௧ሻ ൌ ሺ߮௧ሻௌ. 

Уравнения (1.2—1.4) вместе образуют трехмерную задачу 
со свободной границей. Требуется найти алгебру Ли инфините-
зимальных симметрий задачи (1.2—1.4). 

Замечание 1. В число кинематических условий также 
включают (см., напр., [7]) требование |߮׏| → 0 при 

ሺݔଶ ൅ ଶݕ ൅ ଶሻଵ/ଶݖ → ∞, 

а также условие ߮௬ ൌ 0 при ݕ ൌ െ݄ (в случае конечной глуби-
ны). Кроме того, требуют, чтобы ߟ → 0 при ሺݔଶ ൅ ଶሻଵ/ଶݖ → ∞. 
Однако данные требования в наших последующих рассмотре-
ниях учитываться не будут. 
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Замечание 2. Нахождение алгебры Ли инфинитезималь-
ных симметрий для двумерной задачи при наличии поверх-
ностного натяжения (ߪ ് 0) приведено в статье [6]. 

Замечание 3. К аналогичным задачам несколько более об-
щего вида приводит модель трехмерной жидкости под тонким 
слоем льда [8; 10], а также модель пульсирующего (pulsatile) 
потока в трубках с вязкоупругими (viscoelastic) стенками [9]. 
Задачам со свободной границей посвящена монография [5]. 

 
2. Описание метода 

 
Материал данного пункта основан на приложении 2 статьи 

[7]. Рассмотрим задачу со свободной границей в более общей 
постановке. Обозначим набор независимых переменных через 
ሺݔԦ, ሻݕ ൌ ሺݔଵ, … , ,௣ݔ ሻݕ ∈ Թ௣ାଵ, причем время ݐ содержится сре-
ди них в качестве одной из переменных ݔ௜ (݅ ൌ 1, -а коорди ,(݌
ната ݕ ≡  ௣ାଵ выделена, поскольку в рассматриваемой задачеݔ
она играет роль вертикального направления. Набор зависимых 
переменных обозначим через 

߶ሬԦ ൌ ሺ߶ଵ,… , ߶௤ሻ ∈ Թ௤, 

а через ߲߶ሬԦ обозначим набор из всевозможных частных произ-

водных ߶ூ
௝ функций ߶௝ (݆ ൌ 1, ,Ԧݔпо переменным ሺ (ݍ -ሻ до заݕ

данного порядка ߥଵ включительно: 

߶ூ
௝:ൌ

߲|ூ|߶௝

ூݔ߲
ൌ

߲|ூ|߶௝

߲ሺݔଵሻఒభ …߲ሺݔ௣ାଵሻఒ೛శభ
, 			1 ൑ |ܫ| ൑  ,ଵߥ

где ܫ ൌ ൫ߣଵ, … , |ܫ| ,௣ାଵ൯ߣ ൌ ଵߣ ൅ ⋯൅ -௣ାଵ. Сама задача со своߣ
бодной границей представляется в виде системы дифференци-
альных уравнений с частными производными 

 ΛሬሬԦ൫ݔԦ, ,ݕ ߶ሬԦ, ߲߶ሬԦ൯ ൌ 0, (2.1) 

рассматриваемой на области 

ఎܦ ൌ ሼሺݔԦ, :ሻݕ ݕ	 ൑ ߟ ൌ ݄ሺݔԦሻሽ ⊂ Թ௣ାଵ, 
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вместе с граничными условиями 

 ΓԦ൫ݔԦ, ,ߟ ,௃ߟ ߶ሬԦௌ, ߲߶ሬԦௌ൯ ൌ 0, (2.2) 

справедливыми на верхней границе данной области, называе-
мой свободной поверхностью 

ܵ ൌ ሼሺݔԦ, :ሻݕ ݕ ൌ ߟ ൌ ݄ሺݔԦሻሽ, 

где 

:௃ߟ ൌ
߲|௃|ߟ
௃ݔ߲

ൌ
߲|ூ|߶௝

߲ሺݔଵሻఒభ …߲ሺݔ௣ሻఒ೛
, 

ܬ ൌ ൫ߣଵ,… , ,௣൯ߣ 			1 ൑ |ܬ| ൑  ,ଶߥ

߶ሬԦௌ:ൌ ߶ሬԦ൫ݔԦ,  .Ԧሻ൯ݔሺߟ

Через ߲߶ሬԦௌ обозначен набор из всевозможных частных 

производных функций ߶ሬԦ по переменным ሺݔԦ,  ሻ до заданногоݕ
порядка ߥଶ включительно, ограниченных на поверхность S: 

൫߶ூ
௝൯
ௌ
: ൌ ߶ூ

௝൫ݔԦ, ,Ԧሻ൯ݔሺߟ 			1 ൑ |ܫ| ൑  .ଶߥ

Решение задачи (2.1, 2.2) — это пара функций ݄:Թ௣ → Թ и 
Ԧ݂: ఎܦ → Թ௤ таких, что ߟ ൌ ݄ሺݔԦሻ и ߶ሬԦ ൌ Ԧ݂ሺݔԦ,  ሻ удовлетворяютݕ
системе (2.1, 2.2) тождественно. 

Рассмотрим диффеоморфизм пространства Թ௣ାଵ ൈ	Թ௤ на 
себя, заданный уравнениями 

Ԧ෨ݔ ൌ Ԧܺ൫ݔԦ, ,ݕ ߶ሬԦ൯, Ԧ෨ݕ			 ൌ ሬܻԦ൫ݔԦ, ,ݕ ߶ሬԦ൯, 			߶ሬԦ෨ ൌ ሬܲԦ൫ݔԦ, ,ݕ ߶ሬԦ൯. 

Если он достаточно близок к тождественному отображе-
нию, то область ܦఎ взаимно-однозначно отобразится в новую 

область ܦఎ෥ со свободной границей ߟ෤ ൌ ෨݄൫ݔԦ෨൯, а функция 

Ԧ݂: ఎܦ → Թ௤ преобразуется в новую функцию Ԧ݂ሚ: ఎ෥ܦ → Թ௤. Та-
кой диффеоморфизм называется симметрией задачи (2.1, 2.2), 

если пара ෨݄, Ԧ݂ሚ является ее решением всякий раз, когда ෨݄, Ԧ݂ — 
решение. 
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Пусть ݅ ൌ 1, ݆ ,݌ ൌ 1, -причем по повторяющемуся индек ,ݍ
су предполагается суммирование согласно правилу Эйнштей-
на. Векторное поле ܺ на Թ௣ାଵ ൈ Թ௤ рассматривается как диф-
ференциальный оператор первого порядка, действующий на 
ஶሺԹ௣ାଵܥ ൈ Թ௤ሻ: 

 ܺ ൌ ,Ԧݔ௜൫ߙ ,ݕ ߶ሬԦ൯
డ

డ௫೔
൅ ,Ԧݔ൫ߚ ,ݕ ߶ሬԦ൯

డ

డ௬
൅ ߰௝൫ݔԦ, ,ݕ ߶ሬԦ൯

డ

డథೕ	. (2.3) 

Векторное поле такого вида является генератором некото-
рой локальной однопараметрической группы диффеоморфиз-
мов Թ௣ାଵ ൈ	Թ௤ на себя. Если все они являются симметриями 
задачи (2.1, 2.2), то векторное поле X называется инфинитези-
мальной симметрией данной задачи. Множество всех инфини-
тезимальных симметрий задачи (2.1, 2.2) образует алгебру Ли 
относительно обычного коммутатора векторных полей. По-
следняя является алгеброй Ли группы Ли симметрий задачи 
(2.1, 2.2) и играет важную роль в исследовании данной задачи.  

Для векторного поля вида (2.3) рассматриваются его продол-
жения в пространства струй высших порядков над Թ௣ାଵ ൈ	Թ௤. 
Формула для -го продолжения векторного поля X имеет вид 

 pr஝ ܺ ൌ ܺ ൅ ூ߶ߜ
௝ డ

డథ಺
ೕ 	 , 			1 ൑ |ܫ| ൑  (2.4) ,ߥ

где 

ூ߶ߜ 
௝ ൌ ߲ூ ቀ߰௝ െ ଵܺ൫߶௝൯ቁ ൅ ଵܺ൫߶ூ

௝൯, (2.5) 

 ଵܺ ൌ ௜ߙ
డ

డ௫೔
൅ ߚ

డ

డ௬
. (2.6) 

Здесь и далее мы опускаем аргументы у функций ߙ௜, ߚ, ߰௝. 
В рамках задачи со свободной границей также определяет-

ся граничное продолжение (boundary prolongation), формула 
для которого имеет вид 

 pr஝ ܺௌ ൌ ௌܺ ൅ ൫ߜ߶ூ
௝൯
ௌ

డ

డ஍ሺ಺ሻ
ೕ ൅ ௃ߟߜ

డ

డఎ಻
, (2.7) 
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где 

ௌܺ ൌ ௌߙ
௜ ߲
௜ݔ߲

൅ ௌߚ
߲
ߟ߲

൅ ߰ௌ
௝ ߲
߲Φ௝, 

௃ߟߜ  ൌ ௃߲൫ߚௌ െ ܺ଴ሺߟሻ൯ ൅ ܺ଴൫ߟ௃൯, (2.8) 

 ܺ଴ ൌ ௌߙ
௜ డ

డ௫೔
	, 			Φሺூሻ

௝ ൌ ൫߶ூ
௝൯
ௌ
, 			Φ௝ ൌ ൫߶௝൯

ௌ
. (2.9) 

1 ൑ |ܫ| ൑ ,ߥ 			1 ൑ |ܬ| ൑  .ߥ

Для величин ߜ߶ூ
௝, ߟߜ௃ справедливы рекуррентные форму-

лы (см.: [3]): 

ூ௨߶ߜ 
௝ ൌ ூ߶ߜ௨൫ܦ

௝൯ െ ߶ூ௩
௝ ,௩ߙ௨ܦ ,ݑ			 ݒ	 ൌ 1, ݌	 ൅ 1, (2.10) 

௃௜ߟߜ  ൌ ௃൯ߟߜ௜൫ܦ െ ௌߙ௜൫ܦ௃௞ߟ
௞൯, (2.11) 

где ܦ௨ — операторы полных производных: 

௨ܦ ൌ
߲
௨ݔ߲

൅ ߮௨
߲
߲߮

൅ ߮௨௩
߲
߲߮௩

	, ݑ			 ൌ 1, ݌	 ൅ 1; 

߶ூ௨
௝ ൌ

߲
௨ݔ߲

߲|ூ|߶௝

ூݔ߲
, ௃௜ߟ			 ൌ

߲
௜ݔ߲

߲|௃|ߟ
௃ݔ߲

. 

Имеет место 
Теорема [7, с. 183]. Векторное поле ܺ является инфините-

зимальной симметрией задачи (2.1, 2.2) тогда и только тог-
да, когда имеют место равенства 

 pr஝భ ܺ ൫ΛሬሬԦ൯ ൌ 0	  при   ΛሬሬԦ ൌ 0, (2.12) 

 pr஝మ ܺௌ ൫ΓԦ൯ ൌ 0	  при   ΓԦ ൌ 0, (2.13) 

где prఔభ ܺ и prఔమ ܺௌ определяются по формулам (2.4—2.9). 
Уравнения (2.12) и (2.13) называются определяющими 

уравнениями для нахождения инфинитезимальных симметрий 
задачи (2.1, 2.2). 

Замечание 4. В формулах продолжения, а также в опреде-
ляющих уравнениях символы ߶ூ

௝, Φ௝, Φሺூሻ
௝ -௃ рассматриваߟ ,ߟ ,

ются как независимые переменные. 
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3. Составление определяющих уравнений 

 
В соответствии с п. 2 всякая инфинитезимальная симмет-

рия задачи (1.2—1.4) должна иметь вид 

 ܺ ൌ ߙ
డ

డ௫
൅ ߚ

డ

డ௬
൅ ߛ

డ

డ௭
൅ ߬

డ

డ௧
൅ ߰

డ

డఝ
, (3.1) 

где ߙ, ,ߚ ,ߛ ߬, ߰ — функции переменных ݔ, ,ݕ ,ݖ ,ݐ ߮. На протя-
жении всего дальнейшего изложения индексы будут пробегать 
следующие значения (если не оговорено иное): 

,ݑ ,ݒ ݓ ൌ 1, 	4;   ݅, ݆, ݇ ൌ 1, 	3; ,ݎ			 ݏ ൌ 2, 	4. 

Обозначим 

ݐ ൌ ,ଵݔ ݔ			 ൌ ,ଶݔ ݖ			 ൌ ,ଷݔ ݕ			 ൌ  ,ସݔ

߬ ൌ ,ଵߙ ߙ			 ൌ ,ଶߙ ߛ			 ൌ ,ଷߙ ߚ			 ൌ  ,ସߙ
߲
௨ݔ߲

ൌ ߲௫ೠ ൌ ߲௨, 			
߲
߲߮

ൌ ߲ఝ, 			߮௫ೠ ൌ ߮௨, 			߮௫ೠ௫ೡ ൌ ߮௨௩, 

௫ೠ߮ߜ ൌ ,௨߮ߜ ௫ೠ௫ೡ߮ߜ			 ൌ ,௨௩߮ߜ 			Φሺ௫ೠሻ ൌ Φሺ௨ሻ, 

௫೔ߟ ൌ ,௜ߟ ௫೔ߟߜ			 ൌ  ,௜ߟߜ

тогда с учетом правила Эйнштейна суммирования по повто-
ряющемуся индексу векторное поле Х примет вид 

 ܺ ൌ ௨ߙ
డ

డ௫ೠ
൅ ߰

డ

డఝ
ൌ ௜ߙ

డ

డ௫೔
൅ ߚ

డ

డ௬
൅ ߰

డ

డఝ
. (3.2) 

Поскольку порядок уравнения (1.2) равен двум, то нам по-
требуется второе продолжение векторного поля Х, которое 
вследствие формул (2.4—2.6) имеет вид 

 prଶ ܺ ൌ ܺ ൅ ௨߮ߜ
డ

డఝೠ
൅ ∑ ௨௩߮ߜ

డ

డఝೠೡ
௨ஸ௩ , (3.3) 

где в силу (2.10) 

௨߮ߜ  ൌ ௨߰ܦ െ ߮௩ܦ௨ߙ௩, (3.4) 

௨௩߮ߜ  ൌ ௩߮ߜ௨ܦ െ ߮௩௪ܦ௨ߙ௪. (3.5) 
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Порядок уравнений (1.3) и (1.4) равен единице, а потому 
достаточно ограничиться первым граничным продолжением 
этого векторного поля 

 prଵ ܺௌ ൌ ௌܺ ൅ ሺ߮ߜ௨ሻௌ
డ

డ஍ሺೠሻ
൅ ௜ߟߜ

డ

డఎ೔
, (3.6) 

где в силу (2.11) 

௜ߟߜ  ൌ ௌሻߚ௜ሺܦ െ ௌߙ௜൫ܦ௝ߟ
௝൯, (3.7) 

ௌߙ௜൫ܦ 
௝൯ ൌ ௝൯ௌߙ௜൫ܦ ൅ ൫ߙ௬

௝൯
ௌ
 ௜. (3.8)ߟ

Итак, определяющие уравнения (2.12, 2.13) для задачи 
(1.2—1.4) имеют вид 

 prଶ ܺ ሺΔ߮ሻ ൌ 0			при			Δ߮ ൌ 0, (3.9) 

 prଵ ܺௌ ሺΓଵሻ ൌ 0			при			Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0, (3.10) 

 prଵ ܺௌ ሺΓଶሻ ൌ 0			при			Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0, (3.11) 

где prଶ ܺ и prଵ ܺௌ выражаются по формулам (3.3) и (3.6) соот-
ветственно. 

 
4. Анализ уравнения (3.9) 

 
Лемма 1. Уравнение (3.9) равносильно системе 

௫ߙ  ൌ ௬ߚ ൌ ,௭ߛ ௬ߙ	 ൌ െߚ௫, ௭ߙ	 ൌ െߛ௫, ௭ߚ	 ൌ െߛ௬, (4.1) 

ఝߙ  ൌ ఝߚ ൌ ఝߛ ൌ 0, (4.2) 

 ߬௫ ൌ ߬௬ ൌ ߬௭ ൌ ߬ఝ ൌ 0, (4.3) 

 Δ߰ ൌ 0, 		Δߙ ൌ 2߰௫ఝ, 		Δߚ ൌ 2߰௬ఝ, (4.4) 

 Δߛ ൌ 2߰௭ఝ, 		߰ఝఝ ൌ 0. (4.5) 

Доказательство. С учетом (3.2, 3.3) уравнение (3.9) при-
нимает вид 

 ∑ ௥௥௥߮ߜ ൌ 0			при			Δ߮ ൌ 0. (4.6) 
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Формулы (3.5) распишем подробнее применительно к ߮ߜ௥௥: 

௥௥߮ߜ ൌ ൫Δ௥߰ ൅ ߰ఝ߮௥௥൯ െ ߮௦൫Δ௥ߙ௦ ൅ ఝ௦ߙ ߮௥௥൯ െ 2߮௥௦ܦ௥ߙ௦, 

где 

Δ௥ߙ௦ ൌ ௥௥௦ߙ ൅ ௥ఝ௦ߙ2 ߮௥ ൅ ఝఝ௦ߙ ߮௥ଶ, 

Δ௥߰ ൌ ߰௥௥ ൅ 2߰௥ఝ߮௥ ൅ ߰ఝఝ߮௥ଶ. 

Тогда левая часть (4.6) принимает вид 

෍߮ߜ௥௥
௥

ൌ෍Δ௥߰
௥

൅ ߰ఝΔ߮ െ෍߮௨Δ௥ߙ௨

௥

െ 

െ߮௨ߙఝ௨Δ߮ െ 2෍߮௥௨ܦ௥ߙ௨

௥

. 

Все величины ߮௥௨ фигурируют здесь в явной форме. С уче-
том уравнения Δ߮ ൌ 0 имеем ߮௭௭ ൌ െ߮௫௫ െ ߮௬௬, поэтому (4.6) 
принимает вид 

෍Δ௥߰
௥

െ෍߮௨Δ௥ߙ௨

௥

െ 

െ2߮௫௨ܦ௫ߙ௨ െ 2߮௬௨ܦ௬ߙ௨ െ 2߮௫௭ܦ௭ߙ െ 2߮௬௭ܦ௭ߚ ൅ 

 ൅2ሺ߮௫௫ ൅ ߮௬௬ሻܦ௭ߛ െ 2߮௭௧ܦ௭߬ ൌ 0. (4.7) 

Рассматривая левую часть (4.7) как полином от перемен-
ных 

߮௫, 	߮௬, 	߮௭, 	߮௫௫, 		߮௫௬, 	߮௬௬, 	߮௫௭, 	߮௬௭, 	߮௫௧, 	߮௬௧, 		߮௭௧ 

с коэффициентами, зависящими лишь от ݔ, ,ݕ	 ,ݖ	 ,ݐ	 	߮, мы при-
равниваем каждый из коэффициентов к нулю, в результате че-
го получаем систему (4.1—4.5). Лемма доказана. 

Следствие 1. Коэффициенты ߙ, ,ߚ -зависят лишь от пере ߛ
менных ݔ, ,ݕ ,ݖ  .ݐ в то время как ߬ зависит лишь от ,ݐ

Следствие 2. Имеют место равенства 

௥௥௥ߙ  ൌ െߙ௦௦௥ , ݎ			 ്  (4.8) ,ݏ

௥ߙ௨ܦ  ൌ ,௨௥ߙ ௥߬ܦ			 ൌ 0, ௧߬ܦ			 ൌ ߬௧. (4.9) 
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5. Анализ уравнения (3.10) 

 

Лемма 2. Пусть имеют место равенства (4.1—4.5), тогда 
уравнение (3.10) равносильно системе уравнений 

 ߬௧ ൅ ߰ఝ ൌ  ௫, (5.1)ߙ2

 ߰௫ ൌ ,௧ߙ 			߰௭ ൌ ,௧ߛ 			߰௬ ൌ  ௧ (5.2)ߚ

на поверхности S. 
Доказательство. С учетом (3.2, 3.6) уравнение (3.10) при-

нимает вид 

௧ߟߜ െ ൫߮ߜ௬൯ௌ ൅ ሺ߮ߜ௫ሻௌߟ௫ ൅ ߮௫ߟߜ௫ ൅ 

 ൅ሺ߮ߜ௭ሻௌߟ௭ ൅ ߮௭ߟߜ௭ ൌ 0			при			Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0. (5.3) 

Распишем подробно ߟߜ௫, ߟߜ௭ и ߟߜ௧, используя формулы 
(3.7, 3.8), которые упрощаются благодаря равенствам (4.9): 

௧ߟߜ ൌ ሺߚ௧ሻௌ ൅ ൫ߚ௬൯ௌߟ௧ െ ௧ሻௌߙ௫ሺߟ െ ௧ߟ௬൯ௌߙ௫൫ߟ െ 

 െߟ௭ሺߛ௧ሻௌ െ ௬൯ௌߛ௧൫ߟ௭ߟ െ  ௧ሺ߬௧ሻௌ, (5.4)ߟ

௜ߟߜ ൌ ሺߚ௜ሻௌ ൅ ൫ߚ௬൯ௌߟ௜ െ ௜ߙ௝൫ߟ
௝൯
ௌ
െ 

 െߟ௫ߟ௜൫ߙ௬൯ௌ െ ,௬൯ௌߛ௜൫ߟ௭ߟ 			݅ ൌ 2, 	3. (5.5) 

Подставляя формулы (3.4), (5.4) и (5.5) в равенство (5.3), 
получим: 

௧ߚ ൅ ௧ߟ௬ߚ െ ௧ߙ௫ߟ െ ௧ߟ௬ߙ௫ߟ െ ௧ߛ௭ߟ െ ௬ߛ௧ߟ௭ߟ െ ௧߬௧ߟ െ 

െ൫ܦ௬߰ െ ߮௫ߙ௬ െ ߮௬ߚ௬ െ ߮௭ߛ௬൯ ൅ 

൅൫ܦ௫߰ െ ߮௫ߙ௫ െ ߮௬ߚ௫ െ ߮௭ߛ௫൯ߟ௫ ൅ 

൅߮௫൫ߚ௫ ൅ ௫ߟ௬ߚ െ ௫ߙ௫ߟ െ ௬ߙ௫ଶߟ െ ௫ߛ௭ߟ െ ௬൯ߛ௫ߟ௭ߟ ൅ 

൅߮௭൫ߚ௭ ൅ ௭ߟ௬ߚ െ ௭ߙ௫ߟ െ ௬ߙ௭ߟ௫ߟ െ ௭ߛ௭ߟ െ ௬൯ߛ௭ଶߟ ൅ 

 ൅൫ܦ௭߰ െ ߮௫ߙ௭ െ ߮௬ߚ௭ െ ߮௭ߛ௭൯ߟ௭ ൌ 0			при			Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0, (5.6) 

где S мы для краткости опустили (так будем делать и далее). 
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Учитывая систему (3.10, 3.11), сделаем подстановку: 

௧ߟ ൌ ߮௬ െ ߮௫ߟ௫ െ ߮௭ߟ௭, 

тогда (5.6) примет вид 

௧ߚ ൅ ௬൫߮௬ߚ െ ߮௫ߟ௫ െ ߮௭ߟ௭൯ െ 

െߟ௫ߙ௧ െ ௬ሺ߮௬ߙ௫ߟ െ ߮௫ߟ௫ െ ߮௭ߟ௭ሻ െ 

െߟ௭ߛ௧ െ ௬ሺ߮௬ߛ௭ߟ െ ߮௫ߟ௫ െ ߮௭ߟ௭ሻ െ ߬௧ሺ߮௬ െ ߮௫ߟ௫ െ ߮௭ߟ௭ሻ െ 

െ൫ܦ௬߰ െ ߮௫ߙ௬ െ ߮௬ߚ௬ െ ߮௭ߛ௬൯ ൅ 

൅൫ܦ௫߰ െ ߮௫ߙ௫ െ ߮௬ߚ௫ െ ߮௭ߛ௫൯ߟ௫ ൅ 

൅߮௫൫ߚ௫ ൅ ௫ߟ௬ߚ െ ௫ߙ௫ߟ െ ௬ߙ௫ଶߟ െ ௫ߛ௭ߟ െ ௬൯ߛ௫ߟ௭ߟ ൅ 

൅൫ܦ௭߰ െ ߮௫ߙ௭ െ ߮௬ߚ௭ െ ߮௭ߛ௭൯ߟ௭ ൅ 

 ൅߮௭൫ߚ௭ ൅ ௭ߟ௬ߚ െ ௭ߙ௫ߟ െ ௬ߙ௭ߟ௫ߟ െ ௭ߛ௭ߟ െ ௬൯ߛ௭ଶߟ ൌ 0. (5.7) 

Рассматривая левую часть (5.7) как полином от перемен-
ных ߟ௫, ߟ௭ с коэффициентами, зависящими лишь от 

,ݔ ,ݕ	 ,ݖ	 ,ݐ	 		߮, 	߮௫, 	߮௬, 	߮௭, 

мы сводим (5.7) к системе: 

:௫ଶߟ  ௬߮௫ߙ			 െ ߮௫ߙ௬ ൌ 0, (5.8) 

:௭ଶߟ  ௬߮௭ߛ			 െ ߮௭ߛ௬ ൌ 0, (5.9) 

:௭ߟ௫ߟ  ௬߮௭ߙ			 ൅ ௬߮௫ߛ െ ߮௫ߛ௬ െ ߮௭ߙ௬ ൌ 0, (5.10) 

:௫ߟ 			 െ ௬߮௫ߚ െ ௧ߙ െ ௬߮௬ߙ ൅ ߬௧߮௫ ൅ 

൅൫ܦ௫߰ െ ߮௫ߙ௫ െ ߮௬ߚ௫ െ ߮௭ߛ௫൯ ൅ 

 ൅߮௫ߚ௬ െ ߮௫ߙ௫ െ ߮௭ߙ௭ ൌ 0, (5.11) 

:௭ߟ 			 െ ௬߮௭ߚ െ ௧ߛ െ ௬߮௬ߛ ൅ ߬௧߮௭ െ ߮௫ߛ௫ ൅ 

 ൅൫ܦ௭߰ െ ߮௫ߙ௭ െ ߮௬ߚ௭ െ ߮௭ߛ௭൯ ൅ ߮௭ߚ௬ െ ߮௭ߛ௭ ൌ 0, (5.12) 

1: ௧ߚ			 ൅ ௬߮௬ߚ െ ߬௧߮௬ െ ൫ܦ௬߰ െ ߮௫ߙ௬ െ ߮௬ߚ௬ െ ߮௭ߛ௬൯ ൅ 

 ൅߮௫ߚ௫ ൅ ߮௭ߚ௭ ൌ 0. (5.13) 
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Равенства (5.8—5.10) тождественно выполняются и, таким 
образом, не влекут никаких ограничений на симметрию Х. 
Рассматривая левые части равенств (5.11—5.13) как полиномы 
от переменных ߮௫, ߮௬,߮௭, мы приравниваем каждый из их ко-
эффициентов к нулю, в результате чего получаем систему 
уравнений, часть из которых являются следствиями системы 
(4.1—4.5), а оставшиеся имеют вид (5.1, 5.2). Лемма доказана. 

 
6. Анализ уравнения (3.11) 

 
Лемма 3. Уравнение (3.11) с условиями (4.1—4.5, 5.1—5.2) 

приводится к виду 

 ߰௧ ൅ ݃൛൫߬௧ െ ߰ఝ൯ߟ ൅ ൟߚ ൌ 0			на			ܵ. (6.1) 

Доказательство. Распишем подробнее уравнение (3.11), 
используя (1.3, 3.2, 3.6): 

௧߮ߜ  ൅ ∑ ߮௥߮ߜ௥௥ ൅ ߚ݃ ൌ 0			при			Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0, (6.2) 

где S мы для краткости снова опустили. Подставляя выраже-
ния (3.4) для ߮ߜ௨ в (6.2), получим: 

௧߰ܦ െ ߮௨ܦ௧ߙ௨ ൅෍߮௥ሺܦ௥߰ െ ߮௨ܦ௥ߙ௨ሻ
௥

൅ ߚ݃ ൌ 0 

при	Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0, что с учетом (4.9) приводится к виду 

߰௧ ൅ ߰ఝ߮௧ െ ߮௨ߙ௧
௨ ൅ ∑ ߮௥൫߰௥ ൅ ߰ఝ߮௥ െ ߮௦ߙ௥௦൯௥ ൅ ߚ݃ ൌ 0 (6.3) 

при	Γଵ ൌ Γଶ ൌ 0. 
Учитывая систему (3.10, 3.11), сделаем подстановку: 

߮௧ ൌ െ
1
2
൫߮௫ଶ ൅ ߮௬ଶ ൅ ߮௭ଶ൯ െ  ,ߟ݃

тогда (6.3) примет вид 

߰௧ െ ൫߰ఝ െ ߬௧൯ ൬
1
2
൫߮௫ଶ ൅ ߮௬ଶ ൅ ߮௭ଶ൯ ൅ ൰ߟ݃ െ ߮௫ߙ௧ െ ߮௬ߚ௧ െ 

െ	߮௭ߛ௧ ൅ ߮௫ሺ߰௫ ൅ ߰ఝ߮௫ െ ߮௫ߙ௫ െ ߮௬ߚ௫ െ ߮௭ߛ௫ሻ ൅ 
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൅	߮௬ሺ߰௬ ൅ ߰ఝ߮௬ െ ߮௫ߙ௬ െ ߮௬ߚ௬ െ ߮௭ߛ௬ሻ ൅ 

 ൅	߮௭ሺ߰௭ ൅ ߰ఝ߮௭ െ ߮௫ߙ௭ െ ߮௬ߚ௭ െ ߮௭ߛ௭ሻ ൅ ߚ݃ ൌ 0. (6.4) 

Рассматривая левую часть (6.4) как полином от перемен-
ных ߮௫, ߮௬, ߮௭ с коэффициентами, зависящими лишь от 

,ݔ ,ݕ	 ,ݖ	 ,ݐ	 	߮, мы сводим (6.4) к системе: 

 ߮௥ଶ: 	 െ
ଵ

ଶ
൫߰ఝ െ ߬௧൯ ൅ ߰ఝ ൌ  суммируем൯, (6.5)	не	ݎ	൫по			௥௥ߙ

 ߮௥߮௦: 	 െ ௥௦ߙ െ ௦௥ߙ ൌ 0			ሺݎ ്  ሻ, (6.6)ݏ

 ߮௥: 	 െ ௧ߙ
௥ ൅ ߰௥ ൌ 0, (6.7) 

 1: 	߰௧ ൅ ൫߬௧ߟ݃ െ ߰ఝ൯ ൅ ߚ݃ ൌ 0. (6.8) 

Уравнения (6.5—6.7) являются следствиями ранее полу-
ченных уравнений (4.1—4.5, 5.1, 5.2), а (6.8) приводится к ви-
ду (6.1). Лемма доказана. 

Замечание 5. Независимую переменную ߟ, фигурирую-
щую явно либо неявно в уравнениях (5.1, 5.2, 6.1), далее будем 
везде заменять на ݕ. 

 
7. В силу (4.5) ߰ఝ не зависит от ߮, а значит, ߰ можно пред-

ставить в виде линейной функции по данной переменной: 

 ߰ ൌ ܿ଴ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻ߮ݐ ൅ ߯ሺݔ, ,ݕ ,ݖ  ሻ. (7.1)ݐ

Покажем, что ܿ଴ — константа. В самом деле, в силу след-
ствия 1 коэффициенты ߙ, ,ߚ  зависят лишь от переменных ߛ
,ݔ ,ݕ ,ݖ -Поэтому, дифферен .ݐ в то время как ߬ зависит лишь от ,ݐ
цируя (7.1) по ݖ ,ݕ ,ݔ и ݐ, с учетом равенств (5.2, 6.1) получим 

ሺܿ଴ሻ௥߮ ൅ ߯௥ ൌ ߰௥ ൌ  ,௧ߙ

ሺܿ଴ሻ௧߮ ൅ ߯௧ ൌ ߰௧ ൌ െ݃ݕ൫߬௧ െ ߰ఝ൯ െ  ,ߚ݃

где правые и левые части рассматриваются как многочлены от 
переменной ߮, причем ൫߬௧ െ ߰ఝ൯ݕ ൅  не зависит от ߮. Тогда ߚ

ሺܿ଴ሻ௨ ൌ 0, ݑ			 ൌ 1, 	4. 
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Таким образом, выражение для ߰ упрощается: 

 ߰ ൌ ܿ଴߮ ൅ ߯ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ,ሻݐ 			߰ఝ ൌ ܿ଴ ൌ  (7.2) .ݐݏ݊݋ܿ

Тогда в силу (4.1, 5.1) имеем: 

௫ߙ ൌ ௬ߚ ൌ ௭ߛ ൌ
1
2
൫߬௧ ൅ ߰ఝ൯ ൌ

1
2
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻ, 

причем ߬௧ ൅ ܿ଴ зависит лишь от ݐ. А значит, коэффициенты ߙ, 
 можно представить в виде ߛ и ߚ

ߙ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݔ ൅ ,ݕሺߪ ,ݖ  ሻ, (7.3)ݐ

ߚ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݕ ൅ ,ݔሺߩ ,ݖ  ሻ, (7.4)ݐ

ߛ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݖ ൅ ߱ሺݔ, ,ݖ  ሻ, (7.5)ݐ

где ߪሺݕ, ,ݖ ,ݔሺߩ ,ሻݐ ,ݖ ,ݔሻ и ߱ሺݐ ,ݖ  ሻ — некоторые функции. Изݐ
(7.3—7.5) и (4.8) следует, что 

௦௦௥ߙ ൌ 0, ,ݎ			 ݏ ൌ 2, 	4. 

Значит, каждая из функций ߪሺݕ, ,ݖ ,ݔሺߩ ,ሻݐ ,ݖ ,ݔሻ, ߱ሺݐ ,ݖ  ሻݐ
линейна по переменным ݔ, ,ݕ	  тогда ,ݖ	

,ݕሺߪ  ,ݖ ሻݐ ൌ ݖݕሻݐଵሺߪ ൅ ݕሻݐଶሺߪ ൅ ݖሻݐଷሺߪ ൅  ሻ, (7.6)ݐସሺߪ

,ݔሺߩ  ,ݖ ሻݐ ൌ ݖݔሻݐଵሺߩ ൅ ݔሻݐଶሺߩ ൅ ݖሻݐଷሺߩ ൅  ሻ, (7.7)ݐସሺߩ

 ߱ሺݔ, ,ݖ ሻݐ ൌ ߱ଵሺݐሻݕݔ ൅ ߱ଶሺݐሻݔ ൅ ߱ଷሺݐሻݕ ൅ ߱ସሺݐሻ. (7.8) 

Из равенств (4.1) с учетом (7.3—7.8) вытекают следующие 

соотношения на коэффициенты ߪ௨, ߩ௨, ߱௨		(ݑ ൌ 1, 	4): 

ሻݐଵሺߪ  ൌ െߩଵሺݐሻ, ሻݐଶሺߪ			 ൌ െߩଶሺݐሻ, (7.9) 

ሻݐଵሺߪ  ൌ െ߱ଵሺݐሻ, ሻݐଷሺߪ			 ൌ െ߱ଶሺݐሻ, (7.10) 

ሻݐଵሺߩ  ൌ െ߱ଵሺݐሻ, ሻݐଷሺߩ			 ൌ െ߱ଷሺݐሻ, (7.11) 

из которых, в свою очередь, следует, что 

ሻݐଵሺߪ  ൌ ሻݐଵሺߩ ൌ ߱ଵሺݐሻ ൌ 0. (7.12) 
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С учетом (7.6—7.12) формулы (7.3—7.5) принимают вид 

ߙ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݔ ൅ ݕሻݐଶሺߪ ൅ ݖሻݐଷሺߪ ൅  ሻ, (7.13)ݐସሺߪ

ߚ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݕ െ ݔሻݐଶሺߪ ൅ ݖሻݐଷሺߩ ൅  ሻ, (7.14)ݐସሺߩ

ߛ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߬௧ ൅ ܿ଴ሻݖ െ ݔሻݐଷሺߪ െ ݕሻݐଷሺߩ ൅ ߱ସሺݐሻ. (7.15) 

Из (4.4) и (7.1) получаем, что 

 Δ߯ ൌ 0. (7.16) 

 
8. Найдем выражение для функции ߯ሺݔ, ,ݕ ,ݖ  ሻ. В силу (5.2)ݐ

имеем: 

 ߯௫ ൌ
ଵ

ଶ
߬ᇱᇱݔ ൅ ଶߪ

ᇱݕ ൅ ଷߪ
ᇱݖ ൅ ସߪ

ᇱ, (8.1) 

 ߯௬ ൌ
ଵ

ଶ
߬ᇱᇱݕ െ ଶߪ

ᇱݔ ൅ ଷߩ
ᇱ ݖ ൅ ସߩ

ᇱ , (8.2) 

 ߯௭ ൌ
ଵ

ଶ
߬ᇱᇱݖ െ ଷߪ

ᇱݔ െ ଷߩ
ᇱ ݕ ൅ ߱ସ

ᇱ . (8.3) 

Здесь и далее штрих обозначает дифференцирование по t. 
С учетом равенства смешанных частных производных ߯௥௦ ൌ ߯௦௥, 
где ݎ ്  формулы (8.1—8.3) дают ,ݏ

ଶߪ
ᇱ ൌ ଷߪ

ᇱ ൌ ଷߩ
ᇱ ൌ 0. 

Значит, ߪଶ, ߪଷ, ߩଷ — константы. Обозначим их следующим 
образом: 

ଶߪ  ൌ ܿଵଵ, ଷߪ			 ൌ ܿଵଶ, ଷߩ			 ൌ ܿଵଷ. (8.4) 

Тогда формулы (8.1—8.3) упрощаются: 

߯௫ ൌ
1
2
߬ᇱᇱݔ ൅ ସߪ

ᇱ, 			߯௬ ൌ
1
2
߬ᇱᇱݕ ൅ ସߩ

ᇱ , 			߯௭ ൌ
1
2
߬ᇱᇱݖ ൅ ߱ସ

ᇱ . 

Заметим, что в силу (7.16) они приводят к равенству 

߬ᇱᇱ ൌ 0. 

Следовательно, ߬ — линейная функция, то есть ߬ имеет вид 

 ߬ ൌ ܿଶݐ ൅ ܿଷ, 			ሺܿଶ, 	ܿଷ ൌ  ሻ (8.5)ݐݏ݊݋ܿ
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и при этом ߯ሺݔ, ,ݕ ,ݖ  ሻ представима в видеݐ

 ߯ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ସߪ
ᇱሺݐሻݔ ൅ ସߩ

ᇱ ሺݐሻݕ ൅ ߱ସ
ᇱ ሺݐሻݖ ൅  ሻ, (8.6)ݐሺߠ

где ߠሺݐሻ — некоторая функция. Тогда 

߯௧ ൌ ସߪ
ᇱᇱݔ ൅ ସߩ

ᇱᇱݕ ൅ ߱ସ
ᇱᇱݖ ൅  .ᇱߠ

С другой стороны, из (6.1) с учетом (7.14) и (8.4) получаем 

߯௧ ൌ
1
2
ሺܿ଴݃ݕ െ 3߬′ሻ െ ݃൫െߪଶݔ ൅ ݖଷߩ ൅  .ሻ൯ݐସሺߩ

Таким образом, 

ସߪ
ᇱᇱݔ ൅ ସߩ

ᇱᇱݕ ൅ ߱ସ
ᇱᇱݖ ൅ ᇱߠ ൌ 

 ൌ
ଵ

ଶ
ሺܿ଴݃ݕ െ 3߬′ሻ െ ݃൫െߪଶݔ ൅ ݖଷߩ ൅  ሻ൯. (8.7)ݐସሺߩ

Рассматривая (8.7) как тождество двух многочленов от пе-
ременных ݖ ,ݕ ,ݔ, приравняем коэффициенты при одинаковых 
степенях этих переменных: 

:ݔ  ସߪ			
ᇱᇱ ൌ  ଶ, (8.8)ߪ݃

:ݕ  ସߩ			
ᇱᇱ ൌ

ଵ

ଶ
݃ሺܿ଴ െ 3߬′ሻ, (8.9) 

:ݖ  			߱ସ
ᇱᇱ ൌ െ݃ߩଷ, (8.10) 

 1: ᇱߠ			 ൌ െ݃ߩସ. (8.11) 

Из (8.8—8.9) вытекает, что ߪସ, ߩସ, ߱ସ и ߠ имеют вид 

ସߪ  ൌ
ଵ

ଶ
ଶݐଶߪ݃ ൅ ܿସݐ ൅ ܿହ, (8.12) 

ସߩ  ൌ
௚

ସ
ܿଵݐଶ ൅ ܿ଺ݐ ൅ ܿ଻, (8.13) 

 ߱ସ ൌ െ
ଵ

ଶ
ଶݐଷߩ݃ ൅ ݐ଼ܿ ൅ ܿଽ, (8.14) 

ߠ  ൌ െ
௚మ

ଵଶ
ܿଵݐଷ െ

ଵ

ଶ
݃ܿ଺ݐଶ െ ݃ܿ଻ݐ ൅ ܿଵ଴, (8.15) 

где ܿସ, …, ܿଵ଴ — константы, причем 

 ܿଵ ൌ ܿ଴ െ 3ܿଶ. (8.16) 
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9. Выражения (7.13—7.15) для ߙ, ,ߚ	 -с учетом (8.16) при ߛ	
нимают вид 

ߙ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ4ܿଶ ൅ ܿଵሻݔ ൅ ܿଵଵݕ ൅ ܿଵଶݖ ൅

ଵ

ଶ
݃ܿଵଵݐଶ ൅ ܿସݐ ൅ ܿହ, (9.1) 

ߚ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ4ܿଶ ൅ ܿଵሻݕ െ ܿଵଵݔ ൅ ܿଵଷݖ ൅

௚

ସ
ܿଵݐଶ ൅ ܿ଺ݐ ൅ ܿ଻, (9.2) 

ߛ  ൌ
ଵ

ଶ
ሺ4ܿଶ ൅ ܿଵሻݖ െ ܿଵଶݔ െ ܿଵଷݕ െ

ଵ

ଶ
݃ܿଵଷݐଶ ൅ ݐ଼ܿ ൅ ܿଽ, (9.3) 

а выражение (7.2) для ߰ в силу (8.6, 8.12—8.16) принимает вид 

߰ ൌ ሺ3ܿଶ ൅ ܿଵሻ߮ ൅ ሺ݃ߪଶݐ ൅ ܿସሻݔ ൅ ቀ
݃
2
ܿଵݐ ൅ ܿ଺ቁ ݕ ൅ 

 ൅ሺെ݃ߩଷݐ ൅ ଼ܿሻݖ െ
௚మ

ଵଶ
ܿଵݐଷ െ

ଵ

ଶ
݃ܿ଺ݐଶ െ ݃ܿ଻ݐ ൅ ܿଵ଴. (9.4) 

Подставляя найденные выражения в (3.1) и группируя сла-
гаемые при одинаковых константах, мы выделяем базис ал-
гебры Ли े инфинитезимальных симметрий задачи (1.2—1.4): 

ܺ ൌ෍ܿ௜ ௜ܺ

ଵଷ

௜ୀଵ

, 

где 

ଵܺ ൌ
ݔ
2
߲௫ ൅ ൬

1
2
ݕ ൅

݃
4
ଶ൰ݐ ߲௬ ൅

ݖ
2 ௭߲ ൅ ቆ߮ ൅

ݐ݃
2
ݕ െ

݃ଶ

12
ଷቇݐ ߲ఝ, 

ܺଶ ൌ ௫߲ݔ2 ൅ ௬߲ݕ2 ൅ ݖ2 ௭߲ ൅ ௧߲ݐ ൅ 3߲߮ఝ, 

ܺଷ ൌ ߲௧, 			ܺସ ൌ ௫߲ݐ ൅ ,ఝ߲ݔ 			ܺହ ൌ ߲௫, 

ଵܺଵ ൌ ൬ݕ ൅
1
2
ଶ൰ݐ݃ ߲௫ െ ௬߲ݔ ൅  ,ఝ߲ݔݐ݃

ଵܺଶ ൌ ௫߲ݖ െ ݔ ௭߲, 

ଵܺଷ ൌ ௬߲ݖ ൅ ൬െݕ െ
1
2
ଶ൰ݐ݃ ௭߲ െ  ,ఝ߲ݖݐ݃

ܺ଺ ൌ ௬߲ݐ ൅ ൬ݕ െ
1
2
ଶ൰ݐ݃ ߲ఝ, 
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ܺ଻ ൌ ߲௬ െ ,ఝ߲ݐ݃ 			଼ܺ ൌ ݐ ௭߲ ൅  ,ఝ߲ݖ

ܺଽ ൌ ௭߲, 			 ଵܺ଴ ൌ ߲ఝ. 

Для удобства перейдем к новому базису: 

ଵܸ ൌ ܺହ, 			 ଶܸ ൌ ܺଷ, 			 ଷܸ ൌ ଵܺ଴, 			 ସܸ ൌ ܺ଻, 

ହܸ ൌ ܺସ, 			 ଺ܸ ൌ ܺ଺, 			 ଻ܸ ൌ 4 ଵܺ െ ܺଶ, 

଼ܸ ൌ ଵܺଵ, 			 ଽܸ ൌ
1
2
ܺଶ, 			 ଵܸ଴ ൌ ଵܺଶ, 

ଵܸଵ ൌ ଵܺଷ, 			 ଵܸଶ ൌ ଼ܺ, 			 ଵܸଷ ൌ ܺଽ. 

Выражения для новых базисных инфинитезимальных сим-
метрий имеют вид 

 ଵܸ ൌ ߲௫, 			 ଶܸ ൌ ߲௧, 			 ଷܸ ൌ ߲ఝ, (9.5) 

 ସܸ ൌ ߲௬ െ  ఝ, (9.6)߲ݐ݃

 ହܸ ൌ ௫߲ݐ ൅  ఝ, (9.7)߲ݔ

 ଺ܸ ൌ ௬߲ݐ ൅ ቀݕ െ
ଵ

ଶ
ଶቁݐ݃ ߲ఝ, (9.8) 

 ଻ܸ ൌ ଶ߲௬ݐ݃ െ ௧߲ݐ ൅ ቀ߮ ൅ ݕݐ2݃ െ
௚మ

ଷ
ଷቁݐ ߲ఝ, (9.9) 

 ଼ܸ ൌ ቀݕ ൅
ଵ

ଶ
ଶቁݐ݃ ߲௫ െ ௬߲ݔ ൅  ఝ, (9.10)߲ݔݐ݃

 ଽܸ ൌ ௫߲ݔ ൅ ௬߲ݕ ൅ ݖ ௭߲ ൅
௧

ଶ
߲௧ ൅

ଷ

ଶ
߲߮ఝ, (9.11) 

 ଵܸ଴ ൌ ௫߲ݖ െ ݔ ௭߲, (9.12) 

 ଵܸଵ ൌ ௬߲ݖ ൅ ቀെݕ െ
ଵ

ଶ
ଶቁݐ݃ ௭߲ െ  ఝ, (9.13)߲ݖݐ݃

 ଵܸଶ ൌ ݐ ௭߲ ൅  ఝ, (9.14)߲ݖ

 ଵܸଷ ൌ ௭߲. (9.15) 

Отметим, что каждое из найденных векторных полей явля-
ется генератором соответствующей однопараметрической груп-
пы симметрий задачи (1.2—1.4). А именно, ଵܸ и ଵܸଷ порождают 
горизонтальные сдвиги, ଶܸ — сдвиги по времени, ଷܸ — сдвиги 
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значения потенциала, ସܸ — вертикальные сдвиги, ଵܸ଴ — гори-
зонтальные вращения, ହܸ и ଵܸଶ — горизонтальные галилеевы 
бусты, ଺ܸ — вертикальные галилеевы бусты, ଻ܸ — вертикаль-
ные ускорения, ଼ܸ  и ଵܸଵ — вращения, компенсируемые грави-
тацией (gravity-compensated rotations), ଽܸ — масштабирование. 

Исследуем полученную алгебру Ли े на разрешимость. 
Для этого приведем здесь попарные коммутаторы найденных 
векторных полей. Все ненулевые коммутаторы вида ሾ ௜ܸ , ௝ܸሿ, 
где 1 ൑ ݅ ൏ ݆ ൑ 13, имеют вид 

ሾ ଵܸ, ହܸሿ ൌ ଷܸ, 		ሾ ଵܸ, ଼ܸ ሿ ൌ െ ସܸ, 		ሾ ଵܸ, ଽܸሿ ൌ ଵܸ, 

ሾ ଵܸ, ଵܸ଴ሿ ൌ െ ଵܸଷ, 			ሾ ଶܸ, ସܸሿ ൌ െ݃ ଷܸ, 			ሾ ଶܸ, ହܸሿ ൌ ଵܸ, 

ሾ ଶܸ, ଺ܸሿ ൌ ସܸ, 			ሾ ଶܸ, ଻ܸሿ ൌ 2݃ ଺ܸ െ 2 ଶܸ, 			ሾ ଶܸ, ଼ܸ ሿ ൌ ݃ ହܸ, 

ሾ ଶܸ, ଽܸሿ ൌ
1
2 ଶܸ, 			ሾ ଶܸ, ଵܸଵሿ ൌ െ݃ ଵܸଶ, 		ሾ ଶܸ, ଵܸଶሿ ൌ ଵܸଷ, 

ሾ ଷܸ, ଻ܸሿ ൌ ଷܸ, 			ሾ ଷܸ, ଽܸሿ ൌ
3
2 ଷܸ, 			ሾ ସܸ, ଺ܸሿ ൌ ଷܸ, 

ሾ ସܸ, ଼ܸ ሿ ൌ ଵܸ, 			ሾ ସܸ, ଽܸሿ ൌ ସܸ, 			ሾ ସܸ, ଵܸଵሿ ൌ െ ଵܸଷ, 

ሾ ହܸ, ଻ܸሿ ൌ ହܸ, 			ሾ ହܸ, ଼ܸ ሿ ൌ െ ଺ܸ, 			ሾ ହܸ, ଽܸሿ ൌ
1
2 ହܸ, 

ሾ ହܸ, ଵܸ଴ሿ ൌ െ ଵܸଶ, 		ሾ ଺ܸ, ଻ܸሿ ൌ ଺ܸ, 		ሾ ଺ܸ, ଼ܸ ሿ ൌ ହܸ, 		ሾ ଺ܸ, ଽܸሿ ൌ
1
2 ଺ܸ, 

ሾ ଺ܸ, ଵܸଵሿ ൌ െ ଵܸଶ, 			ሾ ଻ܸ, ଵܸଶሿ ൌ െ ଵܸଶ, 			ሾ଼ܸ , ଵܸ଴ሿ ൌ ଵܸଵ, 

ሾ଼ܸ , ଵܸଵሿ ൌ െ ଵܸ଴, 			ሾ ଽܸ, ଵܸଶሿ ൌ െ
1
2 ଵܸଶ, 			ሾ ଽܸ, ଵܸଷሿ ൌ െ ଵܸଷ, 

ሾ ଵܸ଴, ଵܸଵሿ ൌ ଼ܸ , 			ሾ ଵܸ଴, ଵܸଶሿ ൌ െ ହܸ, 			ሾ ଵܸ଴, ଵܸଷሿ ൌ െ ଵܸ, 

ሾ ଵܸଵ, ଵܸଶሿ ൌ െ ଺ܸ, 			ሾ ଵܸଵ, ଵܸଷሿ ൌ െ ସܸ, 			ሾ ଵܸଶ, ଵܸଷሿ ൌ െ ଷܸ. 

Остальные коммутаторы вида ሾ ௜ܸ , ௝ܸሿ, где 1 ൑ ݅ ൏ ݆ ൑ 13, 
являются нулевыми векторными полями. Тогда 

ेᇱ: ൌ ሾे, ेሿ ൌ൏ ଵܸ, ଶܸ, ଷܸ, ସܸ, ହܸ, ଺ܸ, ଼ܸ , ଵܸ଴, ଵܸଵ, ଵܸଶ, ଵܸଷ ൐, 
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где ेᇱ — коммутатор алгебры Ли े, причем угловые скобки 
обозначают линейную оболочку элементов. Остальные члены 
производного ряда имеют вид 

ेሺ௡ሻ: ൌ ൫ेሺ௡ିଵሻ൯′ ൌ 

ൌ൏ ଵܸ, ଷܸ, ସܸ, ହܸ, ଺ܸ, ଼ܸ , ଵܸ଴, ଵܸଵ, ଵܸଶ, ଵܸଷ ൐, 			݊ ൒ 2. 

Значит, данная алгебра Ли не является разрешимой. Таким 
образом, доказана 

Теорема. Инфинитезимальные симметрии трехмерной за-
дачи (1.2—1.4) образуют 13-мерную неразрешимую алгебру 
Ли, базис которой образован векторными полями (9.5—9.15). 

Замечание 6. Данная теорема согласуется с результатом, 
приведенным без доказательства в работе [7, с. 150]. 
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The free boundary problem of water waves in three space di-
mensions without surface tension is considered. The problem con-
sists of the Laplace equation on the velocity potential, and of the 
kinematic and dynamic boundary conditions. T. Brooke Benjamin 
and P. Olver have showed that the methods of group analysis of 
differential equations can be applied to such problems. The group 
analysis is based on finding infinitesimal symmetries inherent to 
the problem. The key point is that each infinitesimal symmetry ge-
nerates a one-parameter group of symmetries, and that transfor-
ming a given solution of the problem by any of the symmetries 
produces a continuous family of other solutions. The aim of the 
present paper is demonstration of application of the group analysis 
to the problem. The base infinitesimal symmetries of the problem 
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are deduced, their physical meanings are revealed, and their com-
mutators are computed. It is shown that all the infinitesimal sym-
metries of the problem form a 13-dimensional non-solvable Lie al-
gebra, and the corresponding Lie group of symmetries is generated 
by horizontal and vertical translations, time translation, variation 
of base-level for potential, horizontal rotations, horizontal and ve-
tical Galilean boosts, vertical acceleration, gravity-compensated 
rotations, and scaling. All the results agree with the ones obtained 
by T. Brooke Benjamin and P. Olver. 
 
Keywords: free boundary problem, group analysis, infinitesimal sym-

metry, Lie algebra 
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