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О геодезических точках  
уплощающихся 6-мерных эрмитовых подмногообразий  

алгебры октав 
 

В данной статье изучаются уплощающиеся 6-мерные эр-
митовы подмногообразия алгебры Кэли. Рассматриваются 
геодезические точки таких подмногообразий, то есть такие 
точки, в которых конфигурационный тензор подмногообразия 
обращается в нуль. Установлено, что в геодезических точках 
уплощающихся 6-мерных эрмитовых подмногообразий алгеб-
ры октав обращаются в нуль и тензор Вейля конформной кри-
визны, и тензор конгармонической кривизны. 
 
Ключевые слова: почти эрмитова структура, эрмитова структу-

ра, геодезическая точка, 6-мерное подмногообразие алгебры Кэли 
 
1. Выдающегося американского математика Альфреда Грея 

по праву считают основателем эрмитовой геометрии 6-мерных 
подмногообразий алгебры Кэли. Эта теория, заложенная его 
работами в 60-е годы прошлого века (см., например, [1; 2]), 
активно развивается и сейчас. Отметим, что в настоящее время 
большая часть выходящих работ связана с 6-мерными при-
ближенно келеровыми подмногообразиями алгебры октав. 
Особенно «популярна» у геометров 6-мерная сфера, оснащен-
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ная канонической приближенно келеровой структурой. Обра-
тим внимание на две очень глубокие статьи о гиперповерхно-
стях сферы ܵ଺, опубликованные в прошлом году [3; 4]. 

Исследований о 6-мерных подмногообразиях алгебры ок-
тав с эрмитовой (то есть интегрируемой почти эрмитовой) 
структурой выходит гораздо меньше, несмотря на то что и в 
этой области работали многие известные геометры, среди кото-
рых мы особо выделим отечественного специалиста В. Ф. Ки-
риченко, получившего в конце прошлого века ряд очень зна-
чительных результатов (см., например, [5; 6]). 

В данной статье мы рассматриваем геодезические точки 
уплощающихся 6-мерных подмногообразий алгебры Кэли. Та-
кие подмногообразия были введены в рассмотрение более 
30 лет назад по инициативе В. Ф. Кириченко [7; 8]. Следует 
отметить, что именно ему принадлежала идея «переимено-
вать» в геодезические те точки, которые до этого назывались 
точками уплощения (иначе термин «уплощающийся» упо-
треблялся бы, например, в названии данной заметки в двух 
разных смыслах). 

 
2. Напомним (см.: [1]), что почти эрмитовой структурой на 

многообразии ܯଶ௡ четной размерности называется пара  
ሼܬ, ݃ ൌ ݃ ሽ, где J — почти комплексная структура, аۧ⋅,⋅ۦ ൌ  — ۧ⋅,⋅ۦ
риманова метрика. При этом J и ݃ ൌ -должны быть согла ۧ⋅,⋅ۦ
сованы условием 

,ܺܬۦ ܻۧܬ ൌ ,ܺۦ ܻۧ, ܺ, ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ, 

где Յሺܯଶ௡ሻ — модуль гладких векторных полей на рассматри-
ваемом многообразии ܯଶ௡. Многообразие с заданной на нем 
почти эрмитовой структурой называется почти эрмитовым. С 
каждой почти эрмитовой структурой ሼܬ, ݃ ൌ -ሽ на многообۧ⋅,⋅ۦ
разии ܯଶ௡ связана так называемая фундаментальная форма, 
которая определяется равенством 

,ሺܺܨ ܻሻ ൌ ,ܺۦ ,ܻۧܬ 				ܺ, ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ. 
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Интегрируемая почти эрмитова структура называется эр-
митовой; в таком случае ее тензор Нейенхейса 

ܰሺܺ, ܻሻ ൌ
1
4
ሺܬଶሾܺ, ܻሿ ൅ ሾܺܬ, ሿܻܬ 	െ ,ܺܬሾܬ	 ܻሿ 	െ ,ሾܺܬ	  ሿሻܻܬ

обращается в нуль; келерову структуру определяет равенство  

	ܨ	ߘ ൌ 	0. 

Давно известно, что так называемые 3-векторные произве-
дения в алгебре октав ۽ ≡  ૡ порождают на всяком 6-мерном܀
ориентируемом подмногообразии ܯ଺ ⊂  почти эрмитову ۽
структуру. Соответствующая конструкция приводится в де-
сятках статей; ее краткое и при этом аккуратное и строгое 
описание содержат статьи [2] и [5], а более подробное изложе-
ние можно найти в [7] или [9]. 

В работе [5] В. Ф. Кириченко получил структурные урав-
нения почти эрмитовой структуры на 6-мерном ориентируе-
мом подмногообразии алгебры октав (в репере, адаптирован-
ном почти эрмитовой структуре): 

݀߱௔ ൌ ߱௕
௔ ∧ ߱௕ ൅

1

√2
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕ ൅ 

൅
1

√2
௛ܦ௔௛ሾ௕ߝ

௖ሿ߱௕ ∧ ߱௖; 

݀߱௔ ൌ െ߱௔௕ ∧ ߱௕ ൅
ଵ

√ଶ
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕ ൅              (1) 

൅
1

√2
௛௖ሿ߱௕ܦ௔௛ሾ௕ߝ ∧ ߱௖; 

݀߱௕
௔ ൌ ߱௖௔ ∧ ߱௕

௖ െ ቌ
1
2
௕௚ߜ
௔௛ܦ௛ሾ௞ܦ௚

௝ሿ ൅෍ ௔ܶොሾ௞
ఝ

௝ܶሿ௕
ఝ

ఝ

ቍ߱௞ ∧ ߱௝, 

где через ሼ߱௞ሽ обозначены компоненты форм смещения, через 
ሼ ௝߱

௞ሽ — компоненты форм римановой связности.  
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Здесь и далее  

߮ ൌ 7,8;   ܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݃, ݄	 ൌ 	1, 2, 3; 

ොܽ ൌ ܽ ൅ 3;   ݇, ݆	 ൌ 	1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Как в [6] и [7], ߱௔ ൌ ߱௔ො . При этом  

௔௕௖ߝ ൌ ௔௕௖ߝ
ଵଶଷ,    ߝ௔௕௖ ൌ ଵଶଷߝ

௔௕௖ 

— компоненты тензора Кронекера порядка три; 

௕௚ߜ
௔௛ ൌ ௕ߜ

௔ߜ௚௛ െ ௕ߜ௚௔ߜ
௛ 

— кронекерова дельта второго порядка; 

௛௖ܦ ൌ ,௛෡௖̂ܦ ௛ܦ		
௖ ൌ ,௛௖̂ܦ ௛௖ܦ		 ൌ  ;௛෡௖ܦ

௖௝ܦ ൌ ∓ ௖ܶ௝
଼ ൅ ݅ ௖ܶ௝

଻ , ௖̂௝ܦ		 ൌ ∓ ௖ܶ̂௝
଼ െ ݅ ௖ܶ̂௝

଻ , 

где ቄ ௞ܶ௝
ఝቅ — компоненты конфигурационного тензора (в тер-

минологии Грея), или второй основной формы погружения под-
многообразия ܯ଺ ⊂  6-мерное подмногообразие .(см.: [7]) ۽
଺ܯ ⊂  ,называется уплощающимся (planar, иногда flattening) ۽
если оно содержится в гиперплоскости алгебры Кэли. Оказа-
лось, что к числу уплощающихся относятся все 6-мерные ке-
леровы подмногообразия алгебры октав, которые полностью 
классифицированы В. Ф. Кириченко [5]. При этом нужно обя-
зательно отметить, что известны примеры 6-мерных уплоща-
ющихся подмногообразий алгебры Кэли с почти эрмитовой 
структурой, отличной от келеровой [9—11]. 

Точка ݌ ∈  ଺ называется геодезической (см.: [7; 8]), еслиܯ
все компоненты конфигурационного тензора в этой точке рав-
ны нулю. Оказалось, что в геодезических точках и только в 
них обращаются в нуль голоморфная секционная и голоморф-
ная бисекционная кривизны эрмитова подмногообразия 
଺ܯ ⊂  .[9 ;8] ۽

Уже давно структурные уравнения (1) почти эрмитовой 
структуры на 6-мерном ориентируемом подмногообразии ал-
гебры Кэли детализированы именно для эрмитовой структуры 
на уплощающемся ܯ଺ ⊂  :[8] ۽
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݀߱௔ ൌ ߱௕
௔ ∧ ߱௕ ൅

1

√2
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕; 

݀߱௔ ൌ െ߱௔௕ ∧ ߱௕ ൅
ଵ

√ଶ
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕;               (2) 

݀߱௕
௔ ൌ ߱௖௔ ∧ ߱௕

௖ െ ቌ
1
2
௕௚ߜ
௔௛ܦ௛ௗܦ௚௖ ൅෍ ௔ܶො௖̂

ఝ
௕ܶௗ
ఝ

ఝ

ቍ߱௖ ∧ ߱ௗ. 

На основе уравнений (2) получены спектры важнейших 
тензоров уплощающихся 6-мерных эрмитовых подмногообра-
зий алгебры Кэли — тензора римановой кривизны, тензора 
Риччи, тензора Вейля конформной кривизны (см.: [12]), а так-
же тензора конгармонической кривизны (см.: [13]). Напомним, 
что тензоры Вейля конформной кривизны ܹ и тензор конгар-
монической кривизны ݄ܥ определяются следующими равен-
ствами: 

௜ܹ௝௞௟ 	ൌ 	ܴ௜௝௞௟ 	൅ 	
1

݊ െ 2
ሺܿ݅ݎ௜௞݃௝௟ 	൅ ݅ݎ	 ௝ܿ௟݃௜௞ െ 

െ	ܿ݅ݎ௜௟݃௝௞ 	െ ݅ݎ	 ௝ܿ௞݃௜௟ሻ 	൅ 

൅
௄

ሺ௡ିଵሻሺ௡ିଶሻ
ሺ݃௝௞݃௜௟ 	െ 	݃௝௟݃௜௞ሻ, 

௜௝௞௟݄ܥ 	ൌ 	ܴ௜௝௞௟	–	
1
4
ሺ݅ݎ ௝ܿ௟݃௜௞ 	൅ ௜௞݃௝௟ܿ݅ݎ	 െ 

െ	݅ݎ ௝ܿ௞݃௜௟ 	െ  .௜௟݃௝௞ሻܿ݅ݎ	

Здесь ݊ — размерность многообразия, ܴ — тензор римано-
вой кривизны, ܿ݅ݎ — тензор Риччи, ܭ — скалярная кривизна. 
Тензоры ܹ и ݄ܥ обладают всеми классическими свойствами, 
которые присущи тензору римановой кривизны (см.: [14]). 

 
3. Нами получены следующие результаты, связанные с гео-

дезическими точками уплощающегося эрмитова подмногооб-
разия ܯ଺ ⊂  .۽
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Теорема 1. Тензор Вейля конформной кривизны в геодези-
ческих точках уплощающегося 6-мерного эрмитова подмного-
образия алгебры Кэли обращается в нуль. 

Теорема 2. Тензор конгармонической кривизны в геодези-
ческих точках уплощающегося 6-мерного эрмитова подмного-
образия алгебры Кэли обращается в нуль.  

Теорема 3. Обращение в нуль скалярной кривизны в неко-
торой точке уплощающегося 6-мерного эрмитова подмного-
образия алгебры Кэли влечет за собой обращение в этой точ-
ке в нуль тензора Вейля конформной кривизны и тензора кон-
гармонической кривизны.  

Следовательно, уплощающееся эрмитово подмногообразие 
଺ܯ ⊂  состоящее только из геодезических точек, будет и ,۽
конформно, и конгармонически плоским; эрмитова структура 
на таком многообразии неизбежно окажется келеровой. И ко-
нечно, обратим внимание на тот факт, что из теорем 1 и 2 во-
все не следует, что тензоры ܹ и ݄ܥ обращаются в нуль только 
в геодезических точках (как голоморфная секционная и голо-
морфная бисекционная кривизны таких подмногообразий). 

Интересными задачами, связанными с геодезическими точ-
ками уплощающихся эрмитовых подмногообразий алгебры 
октав, представляются следующие: 

1) как влияют такие точки на почти контактную метриче-
скую структуру (например, на какую-либо из важных и хоро-
шо изученных структур, таких как косимплектическая, слабо 
косимплектическая, сасакиева и т. п.), индуцируемую на ги-
перповерхности уплощающегося эрмитова подмногообразия 
଺ܯ ⊂  ;۽

2) насколько наличие геодезических точек в уплощающем-
ся 6-мерном эрмитовом подмногообразии алгебры октав при-
ближает свойства такого подмногообразия к свойствам келе-
ровых ܯ଺ ⊂  которые полностью проклассифицированы и ,۽
изучены детально?  

Для продвижения в решении первой задачи, очевидно, 
можно использовать упомянутые в начале нашей заметки но-
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вые работы [3] и [4], а также статьи [10; 11; 15—17]. Для ре-
шения второй задачи нами, казалось бы, накоплено немало 
материала — за 25 лет опубликовано более 20 работ об упло-
щающихся 6-мерных эрмитовых подмногообразиях алгебры 
Кэли. Если совсем кратко подытожить уже полученные ре-
зультаты об уплощающихся эрмитовых подмногообразиях 
଺ܯ ⊂  то можно сказать, что все их свойства в той или иной ,۽
степени близки свойствам келеровых подмногообразий алгеб-
ры октав. Однако все попытки получить результаты, связан-
ные с классификацией таких подмногообразий, к данному мо-
менту оказались не столь успешными, как достижения 
В. Ф. Кириченко для 6-мерных келеровых подмногообразий 
алгебры октав в [5].  
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On geodesic points  

of six-dimensional planar Hermitian submanifolds of Cayley algebra 
 

Submitted on March 28, 2026 
 

In this short note, we study six-dimensional planar submani-
folds of Cayley algebra on which the so-called Brown — Gray 
three-fold vector cross products in the octave algebra induce a 
Hermitian structure. Such submanifolds of the octave algebra were 
introduced into consideration by the Russian geometer V. F. Kiri-
chenko in the 90s of the last century. In such six-dimensional pla-
nar Hermitian submanifolds, we consider geodesic points, that is, 
points at which the configuration tensor of the submanifold va-
nishes. We establish that at geodesic points of six-dimensional pla-
nar Hermitian submanifolds of the octave algebra, both the Weyl 
tensor of conformal curvature and the conharmonic curvature ten-
sor vanish. We also establish that the vanishing of the scalar cur-
vature of a six-dimensional planar submanifold of Cayley algebra 
implies the vanishing of both the Weyl tensor of conformal curva-
ture and the conharmonic curvature tensor.  

Two problems related to geodesic points of six-dimensional 
planar submanifolds of the octave algebra are formulated. Solu-
tions, or significant advances in solving of these problems, appear 
entirely possible. 
 
Keywords: almost Hermitian structure, Hermitian structure, geodesic 

point, six-dimensional submanifold of Cayley algebra 



М. Б. Банару, Г. А.Банару 

37 

 
Referenses 

 
1. Gray, A.: Some examples of almost Hermitian manifolds. Illinois J. 

Math., 10:2, 353–366 (1966). 
2. Gray, A.: Six-dimensional almost complex manifolds defined by 

means of three-fold vector cross products. Tôhoku Math. J., 21:4, 614—
620 (1969). 

3. Antić, M., Kocić, D.: Hypersurfaces of the sphere ࡿ૟ሺ૚ሻ with four-
dimensional nullity distribution. J. Geom. Phys., 213 (2025). 

4. Al-Dayel, I.: Laplacian conditions and sphericity of hypersurfaces 
in the nearly Kähler 6-sphere. Mathematics, 13:16, 2673 (2025).  

5. Kirichenko, V. F.: Classification of Kählerian structures, defined by 
means of three-fold vector cross products on six-dimensional subma-
nifolds of Cayley algebra. Izvestia Vuzov. Math., 8, 32—38 (1980). 

6. Kirichenko, V. F.: Hermitian geometry of six-dimensional symmet-
ric submanifolds of the Cayley algebra. Mosc. Univ. Math. Bull. Ser. 1. 
Math. Mekh., 3, 6—13 (1994). 

7. Banaru, M. B.: Hermitian geometry of the 6-dimensional submani-
folds of Cayley algebra. Moscow State Pedagogical University (PhD the-
sis) (1993). 

8. Banaru, M. B., Kirichenko, V. F.: The Hermitian geometry of the 6-
dimensional submanifolds of Cayley algebra. Russian Mathematical Sur-
veys, 49:1, 223—225 (1994). 

9. Banaru, M. B.: Hermitian geometry of 6-dimensional submanifolds 
of the Cayley algebra. Sb. Math., 193:5—6, 635—648 (2002). 

10. Banaru, M. B., Banaru, G. A.: A note on six-dimensional planar 
Hermitian submanifolds of Cayley algebra. Buletinul Academiei de Şti-
inţe a Republicii Moldova. Matematica, 1(74), 23—32 (2014). 

11. Banaru, M. B., Banaru, G. A.: On planar 6-dimensional Hermitian 
submanifolds of Cayley algebra. DGMF, 48, 21—25 (2017). 

12. Banaru, G. A.: On some tensors of six-dimensional Hermitian pla-
nar submanifolds of Cayley algebra. DGMF, 55:2, 47—56 (2024). 

13. Banaru, M. B., Banaru, G. A.: On conharmonic curvature tensor of 
6-dimensional planar Hermitian submanifolds of Cayley algebra. Bule-
tinul Academiei de Ştiinţe a Republicii Moldova. Matematica, 1(107), 
81—87 (2025). 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

38 

14. Kirichenko, V. F., Shihab, A. A.: On the geometry of conharmonic 
curvature tensor for nearly Kähler manifolds. Fundamentalnaya i priklad-
naya matematika, 16:2, 43—54 (2010). 

15. Banaru, M. B.: On skew-symplectic hypersurfaces of six-dimen-
sional Kählerian submanifolds of the Cayley algebra. Russian Math. 
(Izvestia Vuzov), 47:7, 60—63 (2003). 

16. Banaru, G. A.: On nonexistence of Kenmotsu structure on acm-
hypersurfaces of cosymplectic type of a Kählerian manifold. DGMF, 50, 
23—28 (2019). 

17. Banaru, M. B., Banaru, G. A.: On hypersurfaces with Kirichen-
ko — Uskorev structure in Kählerian manifolds. Sib. Èlektron. Mat. Izv., 
17, 1715—1721 (2020). 

 
For citation: Banaru, M. B., Banaru, G. A.: On geodesic points of six-

dimensional planar Hermitian submanifolds of Cayley algebra. DGMF, 
57 (1), 28—38 (2026). https://doi.org/10.5922/0321-4796-2026-57-1-2. 

 

 
 

 


