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ОБ ИНВАРИАНТНЫХ НАПРАВЛЕНИЯХ  

И ИХ СВОЙСТВАХ НА ИЗОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ  

ПОВЕРХНОСТИ НЕИНТЕГРИРУЕМЫХ  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ КИРХГОФА 

 
Метод исследования изоэнергетической поверхности 

интегрируемых дифференциальных уравнений описан в книге 

[1]. В данной работе рассматриваются неинтегрируемые диф-

ференциальные уравнения Кирхгофа, описывающие движение 

тела в жидкости. На изоэнергетической поверхности, опреде-

ленной указанными уравнениями, найдены инвариантные 

направления и указаны их некоторые свойства. 

 

1. Динамические уравнения Кирхгофа и их интегралы. 

Динамические уравнения Эйлера 

 ],,[],[' ueKK   ],[' ee   (1) 

всегда имеют три интеграла: 

 ,22
1 ppf i     spKf ii2  ( i, j = 1, 2, 3 ), (2) 

f3 = H – интеграл энергии, который при различных движениях имеет 

разный вид. Если интеграл H имеет вид 

    ,222 jiijjiijjiij ppcpKbKKaHE  (3) 

причем 
i

i

K

H




 , 

i

i

p

H
u




   есть угловая и поступательная скоро-

сти, то этот интеграл называют интегралом Кирхгофа. Система диф-

ференциальных уравнений (1) в этом случае описывает движение 

конечного твердого тела в идеальной несжимаемой жидкости. Инте-

гралы f1 и f2, зависящие от шести переменных Ki, pi, определяют че-

тырехмерное симплектическое многообразие М
4
, на котором инте-

грал энергии задает трехмерную изоэнергетическую поверхность Q3. 
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В работе [2] вводятся координаты 21,,,   многообразия М
4
 по 

формулам: 

 ,coscos1 pp   ,sincos2 pp   ,sin3 pp   

 
p

p
sKq 1

11  , 
p

p
sKq 2

22  , 
p

p
sKq 3

33  , (4) 

   ,sincos 121   tgq  ,cossin 122   tgq  .23 q  

Из формул (4) находим 

 ,coscossincos 12111  stgspqK    

  sincoscossin 12222 stgspqK  ,  (5) 

  sin2333 sspqK  . 

Четырехмерное симплектическое многообразие М
4
 можно задать 

вектор-функцией: 

  ),,,( 21 R


 

=  sin,sincos,coscos( ppp , ,coscossincos 12  stg   

 ,sincoscossin 12  stg   ).sin2  s  

Евклидова метрика пространства R
6
 порождает риманову метрику 

IJg~  (I, J = 1, 2, 3, 4) многообразия М
4
:  

 ),,(~
11  RRg   ),,(~

22  RRg


  ),,(~
113  RRg


  ),,(~

123  RRg


  

 ),,(~
12  RRg


  ),,(~

224  RRg


  ),,(~
214  RRg


  ).,(~

2134  RRg


   

Изоэнергетическая поверхность Q3 на М
4 

определяется уравнением 

.),,,( 21 constH   Если в качестве локальных координат поверх-

ности Q3 выбрать координаты ,,, 1  то ее уравнение примет вид: 

).,,( 12  f  На шестимерном евклидовом пространстве R
6
 по-

верхность постоянной энергии Q3 можно задать вектор-функцией: 

 ,coscos()),,(,,,( 11  pfRr 


 ,sincos p  

 ,sinp  ,coscossincos),,( 11  stgf   

 ,sincoscossin),,( 11  stgf   ).sin),,( 1  sf   

2. Квадратичные формы поверхности Q 3 . 

Риманова метрика многообразия М
4 

(или евклидова метрика 

пространства R
6
) порождает на поверхности Q3 риманову метрику: 
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














 4

2

2

2
22

11
coscos

1
),(

ff
sprrg


 

 + ,
cos

sin
2

cos

1
2

cos

sin
2

23 








sf

f
s

f
f 









 

,sin
cos

1

cos

1

cos

sin

cos

1
),(

1211

3212

















sftg
ff

s

f
f

ff
rrg





























 

,
cos

1

cos

sin

cos

1
),(

1
3

1
2

1

13 1 

























f
s

f
f

ff
rrg


  

,cos
cos

1
),(

1

12
1

23 1






 sftgtg

fff
rrg 
















 

 
222

1
2222

22 coscos),( stgfprrg


 

 + ,
cos

1
2sin2

2

2

1





 


















f
tg

f
sf  


 2

2

1

33
cos

1
1),(

11 


















f
rrg


.  

Коэффициенты второй квадратичной формы определяются форму-

лами: ),,( nrijij


  где n  – единичный вектор нормали поверхности 

Q3, а ),( nrij


– скалярное произведение, определяемое римановой 

метрикой )~( IJg  многообразия М
4
. Вектор ),,,( 4321 nnnnn


 можно 

определить равенствами 

 ,0,,,
1












































r
n

r
n

r
n





  n


=1. 

Если ввести обозначение ,~~~~ 4

44

3

34

2

24

1

14 ngngngngk   то ко-

эффициенты ij  принимают вид: 

 ,
2

2

11








f
k  ,

2

12








f
k  ,

1

2

13








f
k  
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 ,
1

2

23








f
k  ,

2

2

22








f
k  .

2

1

2

33








f
k  

Итак, коэффициенты первой и второй квадратичных форм поверхно-

сти Q3 определены. 

3. Главные направления поверхности Q3 и индикатриса 

нормальных кривизн. 

Собственные значения 
321 ,,   матрицы G

-1
B, где G = (gij), B = 

=( ij ), являются главными кривизнами поверхности постоянной 

энергии Q3. На поверхности Q3 введем локальную систему коорди-

нат ),,,,( 4321 eeee


где 321 ,, eee


– главные направления поверхности Q3, 

а вектор .4 ne


  В выбранной локальной системе координат индика-

триса нормальных кривизн определяется уравнениями: 

 ,)()()( 23
3

22
2

21
1 constxxx    ,04 x  (6) 

где ,cos 1

1 x  ,cos 2

2 x
,3

3 cosx 321 ,,   – углы между каса-

тельным к поверхности вектором v


 и главными направлениями этой по-

верхности. Так как главные направления поверхности находятся из си-

стемы уравнений ,0)(  j

ijij mg  где   – одна из главных кривизн 

поверхности, то формулы перехода от исходной системы координат 

),,,( 4321 EEEE


 к локальной системе координат ),,,,( 4321 eeee


 присоеди-

ненной к точке Р0 поверхности Q3, можно записать в следующем виде: 

 ,4131
3

21
2

11
1 xnxmxmxm   ,4232

3
22

2
12

1 xnxmxmxm   

 ,4333
3

23
2

13
11 xnxmxmxm   ,4434

3
24

2
14

12 xnxcxcxc    

где 

 ).()()( 0

1

3
0

2
0

14 P
f

mP
f

mP
f

mc iiii
 












   

Симплектическая структура  многообразия М
4
 в системе координат 

),,,( 4321 EEEE


 имеет вид [3]: 

  ,ddcossdddd  
21

  

матрица коэффициентов которой в системе координат ),,,( 4321 eeee


 

запишется так: ),( IJ   где .JIIJ     
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4. Инвариантные направления поверхности Q3. 
Теорема. В касательной плоскости изоэнергетической поверх-

ности, определяемой интегралом энергии системы дифференциаль-

ных уравнений Кирхгофа, существует в общем случае три инвари-

антных направления.  

Доказательство. Для каждой точки P Q3 и для каждого векто-

ра ),v,v,v,v(v
4321


 принадлежащего ,Q3PT  изотропная плоскость 

симплектического пространства М
4
 в системе координат 

),,,,( 4321 eeee


 определяется уравнениями .0IJ
IJ xv  Изотропная 

плоскость пересекается с плоскостью 3QpT  по двумерной плоскости 

,2L определенной системой уравнений: 

 ,04 x  .0ij
ij xv   (7)  

Будем искать такой вектор ,v


 принадлежащий касательной плоско-

сти ,Q3PT  для которого плоскость 2L  будет сопряжена вектору v


 

относительно индикатрисы нормальных кривизн (6). Так как плос-

кость, сопряженная вектору v


Q3 относительно индикатрисы нор-

мальных кривизн (6), определяется уравнениями ,04 x  

,033

3

22

2

11

1  xvxvxv   то указанное свойство вектора v


 при-

водит к равенствам : 

 .0)(  j
iijij vt    (8) 

Система уравнений (8) имеет ненулевые решения, когда определи-

тель этой системы равен нулю:  

 

33231

23221

13121

0

0

0







t

t

t






 = 0.  (9)  

Каждому решению последнего уравнения соответствует направле-

ние, определяемое системой уравнений (8). Теорема доказана. 

Замечание. Аналогичные направления для многообразий квадра-

тичных элементов в работе [3] названы основными. 

5. Свойства основных направлений. 

Предложение 1. Всегда одним из корней характеристического 

уравнения (9) является корень t = 0. Этот корень либо простой, либо 
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трехкратный. Если t = 0 простой, то два других могут быть или дей-

ствительные, или комплексно сопряженные.  

Доказательство. Характеристическое уравнение (9) можно за-
писать в виде: 

  3
2

122
2

131
2

23
3

321 )()()(  t t  =  0. (10) 

Отсюда непосредственно вытекает, что одним из корней характери-
стического уравнения всегда является t = 0; этот корень, как видно 
из уравнения (10), либо простой, либо трехкратный. Если корень 
t = 0 простой, то два других корня находятся из уравнения: 

   3122
2

131
2

23
2

321 )()()(  t  = 0, 

которые могут быть действительными или комплексно сопряженными. 
Предложение 2. Изотропная плоскость основного направления, 

соответствующего корню t = 0, не определена.  
Доказательство. Так как система уравнений, определяющая ос-

новные направления при t = 0, имеет вид 

 ,03

13

2

12  vv   ,03

23

1

12  vv   ,02

23

1

12  vv   (11) 

то основное направление, соответствующее корню t = 0, можно задать 

вектором ).,,( 121323  v


 Изотропная плоскость, определенная векто-

ром ),,,( 321 vvvv


 имеет уравнение .0ji

ij xv  Подставляя в это урав-

нение координаты вектора ),,,( 121323  v


 убеждаемся, что все ко-

эффициенты в указанном уравнении равны нулю. 
Определение. Основное направление, соответствующее корню 

t = 0, назовем особым. 
Предложение 3. Корень t = 0 является трехкратным тогда и 

только тогда, когда основное направление, соответствующее этому 
корню, является асимптотическим направлением индикатрисы нор-
мальных кривизн.  

Доказательство. Необходимость. Корень t = 0 уравнения (10) 
является трехкратным, если выполнено равенство: 

 .0)()()( 2

123

2

132

2

231    (12) 

Уравнения конуса асимптотических направлений индикатрисы нор-
мальных кривизн (6) имеет следующий вид:  

 ,04 x  .0)()()( 23

3

22

2

21

1  xxx   (13) 

При условии (12) этому уравнению удовлетворяют координаты ос-

новного направления ),,,( 121323  v


 соответствующего корню 
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t = 0, т.е. это основное направление является асимптотическим 

направлением индикатрисы нормальных кривизн. 

Достаточность. Основное направление ),,,( 121323  v


 соот-

ветствующее корню t = 0, является и асимптотическим направлением 

индикатрисы нормальных кривизн, если выполнено равенство (12). 

Но при выполнении этого равенства корень t = 0 уравнения (10) яв-

ляется трехкратным. Предложение доказано. 

Трехкратному корню t = 0 может соответствовать или един-

ственное направление (ранг системы (11) равен двум), или двумер-

ная плоскость (ранг системы (11) равен единице). В силу невырож-

денности структуры   трехкратному корню t = 0 не может соответ-

ствовать трехмерная плоскость, т.е. ранг системы (11) не может быть 

равен нулю. В следующей теореме сформулированы условия, при 

которых трехкратному корню t = 0 соответствует двумерная плос-

кость. 

Предложение 4. Если трехкратному корню t = 0 соответствует 

двумерная плоскость основных прямых, то проекция индикатрисы 

нормальных кривизн на эту плоскость есть гипербола, коэффициен-

ты уравнения которой равны коэффициентам ненулевых элементов 

симплектической структуры. 

Доказательство. Умножив второе уравнение системы (11) на 
13 , 

а третье – на 
12  и вычитая одно из другого, получим систему для 

определения основных направлений, эквивалентную системе (11): 

 ,03

13

2

12  vv   ,0)( 3

13

2

1223  vv  .03

23

1

12  vv   (14) 

Ранг последней системы равен единице, если .012   Следовательно, 

при 012   трехкратному корню t = 0 соответствует двумерная плос-

кость, которой, как следует из системы (14), является плоскость (x
1
,x

2
). 

Условие (12) является условием трехкратности корня t = 0, которое при 

012   примет следующий вид: .0)()( 2

132

2

231    С учетом 

последнего равенства уравнение индикатрисы нормальных кривизн за-

пишется так: .)()()()()( 23

3

222

23

212

13 constxxx    Предложе-

ние доказано. 

Следствие. Если корню t = 0 соответствует двумерная плос-

кость, то она является плоскостью симметрии индикатрисы нор-

мальных кривизн. 
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Доказательство непосредственно вытекает из уравнений (14). 
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Non-integrable differential Kirchhoff’s equations describing motion 
of a body in liquid are considered in this work. Invariant directions are 
found on the isoenergetic surface and some their properties are pointed. 
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О ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯХ КЕНМОЦУ  

6-МЕРНЫХ ЭРМИТОВЫХ  

ПОДМНОГООБРАЗИЙ АЛГЕБРЫ КЭЛИ 
 

Доказано, что гиперповерхность Кенмоцу 6-мерного эр-
митова подмногообразия алгебры октав минимальна в том и 
только том случае, если ее типовое число равно четырем. 
Также доказано, что минимальная гиперповерхность Кенмоцу 
6-мерного эрмитова подмногообразия алгебры октав не может 
быть вполне омбилической. 

 
1. Теория почти контактных метрических структур занимает од-

но из ведущих мест в современных дифференциально-геометричес-




