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Детально исследуются свойства касательного неполного блочного разложения. 

Предлагается аналитический метод нахождения оптимальных значений параметра 
разложения и соответствующих им уточненных оценок скорости сходимости для 
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Введение 
 
Построение эффективных методов решения систем алгебраических 

уравнений, возникающих при дискретизации эллиптических уравне-
ний, является актуальной задачей численного анализа. К решению 
краевых задач для дифференциальных уравнений эллиптического ти-
па сводятся, например, задачи диффузии [2; 3] и транспорта лекар-
ственных веществ через биологические мембраны [4; 5], расчет потен-
циала электростатического поля [6; 7], стационарного распределения 
температуры [8; 9] и др. 

В результате дискретизации дифференциальных уравнений возни-
кают системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), матрицы 
которых имеют разреженную структуру. Наиболее популярными ме-
тодами решения СЛАУ с разреженными матрицами являются многосе-
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точные методы [10] и методы декомпозиции области [11]. Их скорость 
сходимости практически не зависит от размера сетки, а количество вы-
числительных действий на расчетный узел является постоянной вели-
чиной [12]. Главным недостатком этих методов является отсутствие ро-
бастности или, другими словами, сильная зависимость скорости сходи-
мости от коэффициентов дифференциального уравнения. Для много-
сеточных методов попытки уменьшить данную зависимость способ-
ствовали созданию алгебраических многосеточных методов [13; 14], со-
вершенствованию сглаживателей [15] и разработке более эффективных 
методов решения на грубых сетках. 

В данной статье мы рассмотрим так называемое касательное непол-
ное блочное разложение [1], доказавшее свою эффективность для ре-
шения на сетках среднего размера, которое может быть, в частности, 
использовано в качестве солвера на грубой сетке в многосеточном ме-
тоде. Этот метод перекликается с методами, рассмотренными в [16—20]. 
Он обладает как робастностью, так и слабой зависимостью от числа уз-
лов расчетной сетки (см., напр., [1; 19] и др.). 

Скорость сходимости касательного разложения зависит от выбора 
его параметра, поэтому для получения высокой скорости сходимости 
важно уметь определять оптимальное значение этого параметра, что, в 
свою очередь, требует получения оценки нормы итерационного опера-
тора. Для задач с переменными коэффициентами получение и иссле-
дование такой оценки не представляются возможными, однако прове-
денный анализ численных результатов показал, что для задач общего 
вида в качестве значений параметра касательного разложения хорошо 
подходят оптимальные значения этого параметра для задач с постоян-
ными коэффициентами (так называемых модельных задач). 

В [17] была получена асимптотическая оценка нормы итерационно-
го оператора для случая, когда число блоков матрицы системы неогра-
ниченно возрастает, а сами блоки являются положительно определен-
ными. Практические исследования показали, что при небольшом числе 
блоков в матрице системы оптимальные значения параметра и получа-
емая скорость сходимости сильно отличаются от асимптотических. 

Позднее в [21] были получены обобщенные оценки нормы опера-
тора перехода, учитывающие количество блоков в матрице системы и 
не требующие их положительной определенности. Это позволило оце-
нить, в частности, скорость сходимости касательного разложения, если 
при дискретизации краевой задачи используется девятиточечный шаб-
лон, так как не все блоки матрицы системы в этом случае являются по-
ложительно определенными матрицами. 

Данная статья посвящена исследованию оценок, полученных в [21], 
для широкого ряда модельных задач и аналитическому решению зада-
чи нахождения оптимальных значений параметра касательного разло-
жения. Численные исследования показывают, что полученные резуль-
таты очень близки численным, вычисленным при тех же значениях па-
раметра. 
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Поясним основную идею метода касательного разложения, рас-
смотрев систему уравнений 

  Кu F   

с положительно определенной блочной трехдиагональной матрицей 
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где jj LD , квадратные n n  матрицы. Векторы u и F имеют вид 

},{blockdiag juu   blockdiag{ }jF F и , n
j j u F .  

Для матрицы К полное блочное разложение можно записать в сле-
дующем виде: 

1( ) ( ),  K L T T U T  

где L и U — соответственно нижняя и верхняя блочно-треугольные 
матрицы, а T — блочно-диагональная матрица  

 1blockdiag , , ,mT T T  

причем 

1
1 1 1 1 1, , 1.j j j j j j

     T D T D L T L                       (1) 

Заменив блоки Tj их некоторой аппроксимацией j
~T , мы получим 

неполное блочное разложение матрицы K. Для модельной задачи, для 
которой матрица К имеет вид 

 blocktridiag , , ,  K I С I  

блоки jT можно представить как рациональные функции Tj = fj(C), где 

2

1
1

( ) 1, ( ) 1 , 1.
( )j

j

f f j
f
 


                              (2) 

Заменяя функции ( )jf   на касательные к ним в точке  * *, ( )jf  , 

мы придем к касательному разложению, заданному параметром * , 
для которого 

1 1* * *
j j j, f ( ) f ( )( ), j .      T C T I C I   
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Учитывая (2), можно показать (см., напр., {{кас}}, {{двухч}}), что блоки 

j
~T  могут быть рассчитаны по следующим рекуррентным формулам: 

  2
1 1 -1 12 1* *

j j j j, , j ,      T C T C T I                     (3) 

где 1/ ( )* *
j jf  , j  1, или в явном виде 

 1 1, 1 - , 1* * * * * *
j j j .                                 (4) 

Данное определение допускает обобщение для задач с переменны-
ми коэффициентами. В этом случае параметром касательного разло-
жения является некоторый тестовый вектор * ,e  а параметры *

j  из (3) 

вычисляются по формулам 

   * * * * *
j j j, , .  L e e T e e  

 
Оптимальные параметры и точные оценки скорости сходимости 

 
В [21] была получена следующая оценка нормы итерационного 

оператора для модельной задачи: 
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, 

min и max — соответственно минимальное и максимальное собствен-
ные значения матрицы C, а функция * ( )
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где 

.блоковколичество,sin  m
m2

2   

Для нахождения оптимальных значений параметра касательного 
разложения и соответствующих им оценок нормы итерационного опе-
ратора требуется решить следующую минимизационную задачу: 

min max

minmax *νν ν ν
S (ν )

 
 .                                          (7) 
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Данная статья посвящена ее аналитическому решению. 
Функция *ν

S (ν )  принимает экстремальные значения на концах от-

резка ,min max[ ]ν ν . Таким образом, мы можем вычислить оптимальные 
параметры и оценки нормы итерационного оператора касательного 
разложения для модельной задачи, решив численно уравнение 

* *min max( ) ( )
ν ν

S ν S ν .                                           (8) 

С помощью уравнения (8) найдем качественные оценки скорости 
сходимости и оптимальные параметры касательного разложения для 
модельной задачи. Для этого перепишем функцию ))1( (νS


 в эквива-

лентном виде: 

* * *) ) /(1 )),
ν ν ν

S (ν P (ν P (ν                                       (9) 

где функция * )
ν

P (ν  имеет вид 

2

2
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*

*
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(ν ν )
, ν ,

ν ( ν )(ν ν )(( )ν )
P (ν )

(ν ν )
, ν .

ν ( ν )(ν ν )( ν ( ))

 

 

 
 

    
     

               (10) 

Так как функция )1/( xx   возрастает при ,0x  то минимизацион-
ную задачу (7) можно свести к следующей эквивалентной задаче: 

min max

minmax *νν ν ν
P (ν ) .

 
  

Таким образом, оптимальный параметр *ν  можно найти из уравнения 

min max* *ν ν
P (ν ) P (ν ) ,                                         (11) 

и в зависимости от значений minν и maxν  мы получим три различных 
варианта оценок. 

1. Пусть min max0 1ν ,ν  . Тогда уравнение (11) примет вид 

22
maxmin

min min max max

**

* *

(ν ν )(ν ν )
,

(ν ν )(ν ) (ν ν )(ν ) 



   

                       (12) 

где )1/(   . После преобразований, обозначив за *x ν , получим 

,0)(22)( 2345  dxcdxdxxсx                         (13) 

где min max min maxc ν ν , d ν ν .     Решив данное уравнение на интервале 

min max( ν , ν ) , мы найдем оптимальный параметр *ν . Подставив его в 
уравнение (12), найдем скорость сходимости. Уравнение (13) допускает 
приближенное аналитическое решение, которое может быть найдено 
при помощи так называемого параллелограмма Ньютона [22]. Исполь-
зуя это правило выбора главных членов для уравнения (13), получим 

.0)()( 4  xcdxс   
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Откуда следует, что 

1
3

min max min max
опт min

min max

(ν ν (ν ν )
x (ν ),

(ν ν )




 

     
 

а параметр 

2
3

опт min
*ν (ν ) .                                                (14) 

Подставим найденное значение опт
*ν  в (10) и вынесем в знаменателе 

множитель )1(  . Тогда, пренебрегая в числителе minν по отношению к 

опт
*ν , а в знаменателе опт

*ν по сравнению с единицей в третьем сомно-

жителе и minν по сравнению с опт
*ν , получим следующее значение 

функции: 

опт

*
опт

* min
min

) ,
4( )ν

ν
P (ν

ν 



 

откуда в силу равенства (9) следует, что 

опт
* min 1

3
min

1
) .

1 4( )
ν

S (ν

ν 


 
 

Отсюда получаем следующую оценку нормы итерационного опе-
ратора: 

1
3

min1 4 )(ν   
K

S . 

2. Рассмотрим случай, когда оба экстремальных значения не мень-
ше единицы min max, 1.ν ν   Уравнение (11) примет вид 

* 2* 2
maxmin

* *
min min max max

( )( )
.

( )( 1) ( )( 1)

ν νν ν

ν ν ν ν ν ν 




   
                (15) 

Заменив в уравнении (15) неизвестную *ν на 1 */ ν , значение minν  на 

max1/ν , а maxν  на min1/ν , мы получим уравнение (12). Следовательно, 

мы можем воспользоваться ранее полученными результатами, найдя 
приближенно аналитически оптимальный параметр 

 
2

* 1 3
опт maxν ν    

и оценку нормы итерационного оператора 

1
1 3

max1 4 ) .(ν   
K

S  
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3. Пусть min0 1,ν   max 1.ν   Тогда требуется решить следующее 

уравнение: 

* 2* 2
maxmin

* *
min min max max

( )( )
.

( )( ) ( )( 1)

ν νν ν

ν ν ν ν ν ν 




   
                      (16) 

Преобразовав данное выражение и снова сделав замену *x ν , мы 
получим уравнение пятой степени. Для того чтобы приближенно оце-
нить его решение, рассмотрим несколько вариантов соотношения ве-
личин minν и maxν . 

Можно показать, что если min max1, 1,ν ν   то мы получим вари-

ант 1, если min max1, 1,ν ν   то вариант 2. Поэтому в этих двух случаях 

оптимальные параметры и оценка скорости сходимости известны. 
Если min max1, 1,ν ν  можно использовать приближенную оценку 

 
 

2

max min

2

max min

ν ν

ν ν





K

S , 

полученную ранее в [1]. Данная оценка получается решением миними-
зационной задачи (5) для функции *ν

S (ν )  следующего вида: 

2

*

*

*ν

ν ν
S (ν )

ν ν
 

   
, 

которая, в свою очередь, получается из функции (6), если не учитывать 

число блоков в матрице системы ( 0  ) и пренебречь членом 2 *ν  по 
отношению к единице в знаменателе при 0 1ν   и им же по отноше-

нию к *ν  при 1.ν   
Если же min max1, 1,ν ν  то полученное уравнение мы можем ре-

шить приближенно аналитически, воспользовавшись правилом парал-
лелограмма Ньютона и оставив в нем главные члены: 

4 2 2
max max min min min max max min( (1 ) ( )) ( (1 ) ( )) 0,ν ν ν ν x ν ν ν ν x            

откуда 

1
3

min max
опт

max

( )
,

1
ν ν
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а оптимальный параметр 

2
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Подставляя опт
*ν  в (9), вынося в знаменателе )1(  и оставляя в чис-

лителе и знаменателе главные члены, получим 

  *
опт

* *
min опт опт min

1
) 1 ( ) .

4ν
P (ν ν ν ν     

Откуда в силу (9) следует: 

*
опт

1
1 1

1 13 3
3 3

min min min
max max

1 1
) 1 4 ( ) ( ) ,

ν
S (ν ν ν

ν ν
   



   

   
                       

 

а оценка нормы итерационного оператора в этом случае примет сле-
дующий вид: 

1 1
1 13 3
3 3

min min
max max

1 1
1 4 ( ) ( ) .δ ν δ δ ν δ

ν ν
   

  
                 
  

K
S  

Во всех остальных случаях требуется численное решение уравнения 
(16). 

Рассмотрим пример применения полученных оценок к оценке ско-
рости сходимости касательного разложения для задачи Дирихле для 
уравнения Пуассона в единичном квадрате с однородными граничны-
ми условиями. Для дискретизации дифференциального уравнения ис-
пользовался стандартный пятиточечный шаблон. 

Для этой задачи собственные значения матрицы С равны 

21 2 4sin
2n
    

 
. 

Следовательно, 

2 2
2 2

min sin 1 sin 1,
2 2 4

hh h
ν

      
 

 

2 2
max cos 1 cos 1

2 2
h h

ν
     

 
 

и 
2 2

2sin ,
2 4
h h     

откуда в силу (14) 

2
2 2 3

*
опт 2

h
ν

 
  
 

. 

Тогда оптимальная частота *
опт , определяемая из соотношения 

* *
* 2опт опт
опт *

опт

1 2
1 1 1 sin

21 2
ν

n
 


 
      

,                       (17) 
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равна 

* 3
опт

4
,

n


                                                 (18) 

а оценка нормы итерационного оператора 

   
2

2/33
2

2
1 4 1 .O h

n
   

K
S  

Многочисленные численные эксперименты показывают, что ско-

рость сходимости порядка  2/31 O h  сохраняется как для широкого 

класса модельных задач, так и для ряда задач с переменными коэффи-
циентами. 

В таблице 1 представлены значения оптимального параметра и 
оценки нормы итерационного оператора касательного разложения, 
вычисленные с различной степенью точности. Через x yh h h  обозна-

чен шаг картезианской сетки, где 1/ , 1/ .x yh n h m   Параметр *  

получен решением уравнения (8) с учетом соотношения (17). Для срав-
нения в четвертой строке приведены значения его близкой аппрокси-
мации *

(18)  из (18), а также аппроксимации *
0  , не учитывающей ко-

личество блоков в матрице системы и соответствующие ей значения 
теоретической оценки нормы итерационного оператора 0  . В по-

следних двух строках приведены значения скорости сходимости для 
данной задачи, полученные как теоретически путем подстановки па-
раметра * в (6), так и численно при тех же значениях параметра. Под 

численной скоростью сходимости понимается средняя за тридцать 
итераций скорость сходимости. Касательное разложение было постро-
ено по определению в соответствии с (3), где параметры из (4), а 

* *
* 2

*

1 2
1 1 1 sin .

21 2
ν

nν


 
      

 

 

Таблица 1 
 

H 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512 1/1024 

*
0   2,1 2,7 3,5 10 5,5 6,9 8,7 

0   0,418 0,555 0,697 0,801 0,871 0,918 0,948 
*
(18)  2,7 3,4 9 5,5 6,9 8,7 10,9 

*  2,6 3,3 8 5,4 6,8 8,6 10,9 

теор  0,289 0,476 0,635 0,756 0,841 0,897 0,935 

числ  0,289 0,474 0,633 0,755 0,840 0,898 0,936 
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Как видно из таблицы 1, численная скорость сходимости числ  и 

теоретическая оценка нормы итерационного оператора теор , вычис-

ленные при одинаковых значениях параметра * ,  совпадают с высокой 

степенью точности. Сравнение числ (или теор ) с оценкой, не учитыва-

ющей число блоков в матрице системы 0  , показывает, что чем мень-
ше размер задачи, тем существеннее разница между ними. Для рас-
смотренной задачи она достигает 20 %. 

Результаты численных экспериментов подтверждают теоретиче-
ский вывод о том, что при выборе оптимальных параметров оценки 
нормы итерационного оператора для матриц размерности n m  и 
m n  совпадают. Также численные результаты позволяют утверждать, 
что метод касательного разложения особенно эффективен при не-
больших значениях n  (или m ). Значение второй размерности в этом 
случае может быть сколь угодно большим. 

Так как касательное разложение является симметричной итераци-
ей, оно может быть использовано в качестве предобуславливателя в ме-
тоде сопряженных градиентов. В этом случае порядок скорости сходи-
мости понижается в два раза, что дает для рассмотренной задачи Дири-
хле для уравнения Пуассона порядок 1/31 ( )O h . Это видно, в частно-
сти, из таблицы 2, где приведена численная скорость сходимости каса-
тельного разложения, использованного в качестве предобуславливателя 
в методе сопряженных градиентов и при тех же значениях парамет-
ра * , что и в таблице 1. 

 
Таблица 2 

 

h 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512 1/1024 
*  2,6 3,3 8 5,4 6,8 8,6 10,9 

сг  0,041 0,119 0,206 0,289 0,414 0,532 0,634 

 
Найденные оптимальные значения параметра *  можно использо-

вать и для решения задач с переменными коэффициентами для по-
строения тестового вектора *e . Например, можно взять в качестве 

 * *

1, ,
sin( )

j n
jh


e


, 

а параметр * округлить до ближайшего целого. 
В таблицах 3 и 4 представлены скорости сходимости касательного 

разложения, использованного в качестве предобуславливателя в методе 
сопряженных градиентов для решения задачи Дирихле в единичном 
квадрате с однородными граничными условиями для уравнения 

( ( , )x y )u f  

при различных значениях коэффициента ( , )x y . 
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Значения скорости сходимости в таблице 3 получены для коэффи-
циента 

( , ) 1 exp( )x y xy    , 

а в таблице 4 — для уравнения с быстро меняющимися коэффициен-
тами 

( , ) 1 sin(14 ) sin(14 ), 0x y q x y q     . 

 
Таблица 3 

 

h 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512 1/1024 
*  2 3 4 5 6 7 8 

сг  0,127 0,182 0,266 0,362 0,457 0,552 0,639 

 
Таблица 4 

 

H 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512 1/1024 
*  2 3 4 5 6 7 8 

сг ( 1)q   0,114 0,117 0,252 0,345 0,442 0,542 0,626 

сг ( 10)q   0,125 0,182 0,266 0,360 0,458 0,550 0,633 

сг ( 100)q   0,130 0,188 0,281 0,396 0,511 0,611 0,687 

сг ( 1000)q   0,130 0,189 0,285 0,409 0,546 0,667 0,756 

 
Полученные численные результаты демонстрируют высокую эф-

фективность метода не только в этих случаях, но и для других задач с 
переменными коэффициентами при выборе в качестве значений па-
раметра *  значений, полученных аналитически для модельной задачи. 

 
Заключение 

 
Исследованы оценки скорости касательного разложения, получен-

ные в [21], и аналитически решена задача нахождения оптимальных 
значений его параметра. Численные исследования показали, что теоре-
тическая и численная скорость сходимости для широкого класса мо-
дельных задач очень близки при условии выбора одинаковых значений 
параметра разложения. 

Доказано теоретически и численно, что метод наиболее эффекти-
вен при небольшом размере блоков матрицы системы уравнений (при 
небольшом количестве блоков матрицы системы). В этих случаях коли-
чество блоков (их размер) может быть сколь угодно большим. 

Показано, что использование значений параметра, полученных для 
модельных задач, позволяет достичь высокой скорости сходимости и 
при решении задач с переменными коэффициентами. 
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