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ПОВЕРХНОСТИ 

 3-МЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА ГАЛИЛЕЯ  
С ПОСТОЯННОЙ МЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЕЙ 

 
По коэффициентам квадратичных форм поверхно-

сти получены поверхности 3-мерного пространства-
времени Галилея в случае, если метрическая функция 
поверхности постоянна. Указаны некоторые классы 
изометричных поверхностей. 

 
Расстояние между точками ),,( 111 yxtA  ),,( 222 yxtB  в 3-мер-

ном пространстве-времени Галилея 3Γ  определяется так: 

 || AB = || 12 tt − , 21 tt ≠ ; и || AB = 2
12

2
12 )()( yyxx −+− , 21 tt = . 

Геометрия пространства 3Γ  изложена в [1]. Регулярная класса 
3C  поверхность в 3Γ  описывается векторной функцией 

 ),( utγ  = )),(),,(,( utyutxt , 2),( R⊆∈Dut ,  (1) 

где R  — поле действительных чисел; t  — временной пара-
метр, u  — пространственный параметр. Вектор ),( utγ  запи-
сывается в виде двух составляющих: 
 ),(),( utretut 

+=γ , ),( utr  = )),(),,(( utyutx .  (2) 

Здесь ),( utr  евклидова векторная функция — пространствен-
ная составляющая поверхности ),( utγ , e  — единичный век-
тор направления времени, et  — временная составляющая по-
верхности ),( utγ . Первая квадратичная форма поверхности 
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),( utγ : 22 dtds = , если t  изменяется; ,22 Eduds =  если t  не 

изменяется, 222
uuu yxrE +==

 . Функция 0),( >= utEE  назы-
вается метрической функцией поверхности ),( utγ . Нижние 
индексы ut,  означают, что рассматриваются частные произ-
водные по параметрам ut, . Вторая квадратичная форма по-
верхности равна 

 22 2 CdtBdudtAduII ++= , nrA uu


= , nrB ut


= , nrC tt


= ; 

единичный вектор нормали поверхности: n = ),(1
uu xy

E
− . 

В [2] установлено, что коэффициенты CBAE ,,,  квадра-
тичных форм поверхности определяют поверхность в про-
странстве-времени Галилея 3Γ  с точностью до положения — 
это аналог теоремы Бонне для поверхностей евклидова про-
странства. В [2] рассмотрен общий случай и случай, в котором 
все коэффициенты CBAE ,,,  постоянны. Ниже получены по-
верхности ),( utγ  для которых constE = . Из [1] использована 
деривационная формула поверхности 
 nCrtttt


==γ ;  (3) 

формула Гаусса 

 2BACK −=  = 
E

EEE ttt

4
22 −

  (4) 

и одна из формул Петерсона — Кодацци: 
 )(2 utut BAEBEAE −=− .  (5) 

Условие constE =  означает, что евклидов вектор 
ur
 = ),( uu yx  имеет постоянный модуль. Тогда uuu rr 

⊥  и 

uut rr 
⊥ . Так как urn 

⊥ , то векторы utuu rrn  ,,  коллинеарны. По-
этому 
 |||| uuuu rnrA 

== , |||| utut rnrB 
== . 
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По коэффициентам BAE ,,  квадратичных форм поверхности 
и по компонентам приведенной деривационной формулы (3) 
поверхности получаем систему дифференциальных уравнений 
с частными производными 

 

2 2 2 2 2 2 2 2( , ), ( , ), ( , ),
( , ) ( , ), .
( , ) ( , )

u u uu uu ut ut

tt u tt u

x y E t u x y A t u x y B t u
C t u C t ux y y x
E t u E t u

+ = + = + =

= − =
 (6) 

Второе и третье уравнения системы (6) отличаются от диффе-
ренциальных уравнений в [2]. 

Теорема 1. Решением системы (6) дифференциальных 
уравнений с частными производными, где функции 
 0),( >= utEE , ),( utAA = , ),( utBB = , ),( utCC =  

класса 3C  заданы на области D , при constutE =),(  являются 
функции ),( utxx = , ),( utyy =  — компоненты векторной 
функции поверхности ),( utγ ; они определены на области D , 
как и функции CBAE ,,, . Начальные условия 

 Dut ∈),( 00 , autr 
=),( 00 , autr 

=),( 00 , butru


=),( 00 ,  

 EutE =),( 00 , cutrt


=),( 00  

определяют единственную поверхность ),( utγ . 
# Сначала докажем существование решений системы урав-

нений (6). Как и в [2], по первому уравнению системы (6) вво-
дим обозначения: 

 wExu cos= , wEyu sin= , ),( utww = ,  (7) 

функцию w  предстоит найти. Дифференцируем функции (7) 
по параметру u : wwEx uuu sin−= , wwEy uuu cos= . По 
второму уравнению системы (6) имеем 22 AEwu = , откуда 

 
E
Awu = . 
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Продифференцировав функций (7) по параметру t , находим 

 
E

Bwu = . 

Значения производных tu ww ,  такие же, как в [2]. Вычисляем: 

 
EE
AEEA

w tt
ut 2

2 −
= , 

EE
BEEB

w uu
tu 2

2 −
= . 

На основании формулы (5) tuut ww = . Это условие и опре-
делило выше выбор знаков для значений uw  и tw . Имеем 
уравнение с полным дифференциалом 

 0=+ dt
E

Bdu
E
A ,  (8) 

его решением является функция ),( utww = . 
При интегрировании функций (7) по параметру u  появля-

ются слагаемые, зависящие от параметра t : 

 ∫ +== )(sin1cos 1 tcw
w

EwduEx
u

= )(sin 1 tcw
A
E

+ ,  (9) 

 )(cos 2 tcw
A
Ey += . 

Для отыскания функций )(1 tc  и )(2 tc  используем, соответст-
венно, четвертое и пятое уравнения системы (6) и значения 
(7). Имеем по (9): 

 )()sin( 1 tcw
A
Ex tttt

″+= ; 

и по четвертому уравнению системы (6): 

 wCy
E

Cx utt sin−=−= . 

Сравнивая результаты, получаем: 
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 w
A
EdtwdtCtc sin)sin()(1 −−= ∫ ∫ .  (10) 

Аналогично находим функцию )(2 tc . Решение системы урав-
нений (6) с частными производными сведено к решению урав-
нения с полным дифференциалом и уравнений, определяющих 
функции )(1 tc  и )(2 tc , т. е. решение системы уравнений (6) су-
ществует. Единственность решения обеспечивается задан-
ными начальными условиями. # 

В [2] в общем случае установлено, что коэффициенты 
квадратичных форм полученной поверхности совпадают с за-
данными. Если функции CBA ,,  постоянны, то решение урав-
нения (8) есть 

 ct
E

ACu
E
Aw ++= . 

Интегрируя (10), получаем 

 31411 sinsin)( ctcw
A
Ectcw

AC
ECtc +=−++= . 

Аналогично 422 )( ctctc += . В этом случае при 0≠A  имеем: 

 31sin ctcw
A
Ex ++= , 42cos ctcw

A
Ey ++−= ,  

 ct
E

ACu
E
Aw ++= ; 

и при 0=A : 

 1)sin()cos( ctcCucEx ++= , 2)cos()sin( ctcCucEy ++= . 

Как известно, поверхности, имеющие одинаковые первые 
квадратичные формы, изометричны; одна из другой такие по-
верхности получаются изгибанием. В пространстве Галилея 
изометричны поверхности, имеющие одну и ту же метриче-
скую функцию ),( utEE = . Выполняется 
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Теорема 2. Если число E  фиксировано, то общее решение 
системы (6) дифференциальных уравнений с частными произ-
водными определяет множество попарно изометричных по-
верхностей пространства-времени Галилея. Каждая из этих 
поверхностей получается изгибанием поверхности 

 ),( utγ = ,(t w
A
E sin , )cos w

A
E

− , ct
E

ACu
E
Aw ++= , 0≠A ; 

или при 0=A  поверхности 

 ),( utγ = ,(t tcCucE )sin()cos( + , ))cos()sin( tcCucE + . 

# Система уравнений (6) удовлетворяется составляющими 
),( utxx = , ),( utyy =  приведенных функций ),( utγ . Всякое 

частное решение системы (6) определяет поверхность с мет-
рической функцией E . # 
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SURFACES OF 3D SPACE OF GALILEI 

WITH A STATIONARY VALUE OF METRIC FUNCTION 
 
On coefficients of the quadratic forms of a surface the sur-

faces of 3D space-time of Galilei are obtained in case the metric 
function of a surface is constant. Some classes of isomeric sur-
faces are indicated. 




