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Комплексы эллипсоидов с индикатрисами 
координатных векторов в виде поверхностей 

 
Продолжается исследование в трехмерном аффин-

ном пространстве комплексов (трехпараметрических 
семейств) эллипсоидов, рассмотренных ранее в ряде 
работ автора. Изучается многообразие эллипсоидов, ко-
гда концы координатных векторов совпадают с фо-
кальными точками, а первая координатная прямая опи-
сывает цилиндрическую поверхность, при этом на об-
разующем элементе имеются по крайней мере три фо-
кальные точки, не лежащие на одной прямой и на од-
ной плоскости, проходящей через центр, и определяю-
щие три сопряженных направления. Из указанного 
многообразия выделяется комплекс эллипсоидов при 
условии, когда индикатрисы второго и третьего коор-
динатных векторов будут описывать поверхности с ка-
сательными плоскостями, параллельными третьей ко-
ординатной плоскости, а конец второго координатного 
вектора описывает линию с касательной, параллельной 
первому координатному вектору. Доказана теорема су-
ществования исследуемого многообразия. Найдены гео-
метрические свойства рассматриваемого комплекса. 

Доказано, что конец первого координатного векто-
ра, точки первой координатной прямой, а также первой 
координатной плоскости описывают двупараметриче-
ское семейство плоскостей, конец третьего координат-
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ного вектора описывает двупараметрическое семейство 
цилиндрических плоскостей, точка третьей координат-
ной плоскости описывает однопараметрическое семей-
ство линий с касательными, параллельными первому 
координатному вектору. 

Характеристическое многообразие образующего эле-
мента состоит из шести точек: вершины репера, трех 
концов координатных векторов и двух концов: суммы 
первого и второго координатных векторов, а также сум-
мы первого и третьего координатных векторов. Фокаль-
ное многообразие эллипсоида, пробегающего исследуе-
мый комплекс, состоит только из трех точек, являю-
щихся концами координатных векторов. 

 
Ключевые слова: комплекс, конгруэнция, репер, эллипсоид, аффин-

ное пространство, индикатриса вектора, характеристическое много-
образие, фокальное многообразие. 

 
В трехмерном аффинном пространстве продолжается ис-

следование комплексов (трехпараметрических семейств) эл-
липсоидов, изучение которых было начато в работах [1—5], в 

репере },{ ieAr  , i, j, k,…= 3,1 , построенном в работе [2]. 

Обозначим через iA  концы векторов ie , iM  — текущие 

точки координатных осей ),( ieA , iM 3  — текущие точки со-

ответственно первой, второй и третьей координатных плоско-
стей ),,( 21 eeA , ),,( 31 eeA  и ),,( 32 eeA . 

Репер r  в работе [2] специализирован следующим обра-

зом: концы векторов ie  совпадают с фокальными точками iA  

[6], при этом репер будет каноническим. В этой же работе рас-

смотрен комплекс эллипсоидов 0
3K , когда прямая )( 1AA  опи-

сывает цилиндрическую поверхность и на эллипсоиде q  име-

ются по крайней мере три фокальные точки iA , которые не 

лежат на одной прямой и на одной плоскости, проходящей 
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через центр, и определяют три сопряженных направления. При 
этом уравнение эллипсоида q  и система уравнений Пфаффа 

комплекса 0
3K  соответственно имеют вид 

,01)()()( 232221  xxxF                     (1) 

ii
i   , 02

1  , 321
2   , ,03

1            (2) 

321
3   , 32

3
3
2   , .)1( 32

33
22

33
2
3  вв   

Для комплексов 0
3K  справедливы условия 

3
3

2
2

1
1 eeedA   , 1

1
1 eed  ,                (3) 

3
332

33
22

332
2

1
32

2 )))1(()( eввeeed   , 

3
3

2
32

33
22

331
32

3 ))1(()( eeввeed   . 

В настоящей работе будем исследовать комплексы эллип-

соидов K , выделенные из многообразия 0
3K  при условии, что 

индикатрисы второго и третьего координатных векторов будут 
описывать поверхности с касательными плоскостями, парал-
лельными координатной плоскости ),,( 32 eeA , а конец коор-

динатного вектора 2e  будет описывать линию с касательной 

прямой, параллельной вектору 1e . Тогда в системе уравнений 
Пфаффа (2) коэффициенты  ,  ,   и   обратятся в нуль. 
При этом 

3
3

2
2

2 eeed   , 3
3

2
23

3 )( eeed   ,          (4) 

1
1

2 edA  , где 2
33в . 

Система уравнений Пфаффа комплекса эллипсоидов K  
запишется в виде 

ii
i   , 01

3
3
1

1
2

2
1   , 33

2   ,            (5) 

322
3   . 
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Теорема 1. Комплексы эллипсоидов K  существуют и оп-
ределяются с произволом одной функции одного аргумента. 

Доказательство. Чистое замыкание [7] системы (5) имеет вид 

0)(2 323  d .                        (6) 

Из (5) и (6) следует, что 11 s , 02 s , 03 s , 1 QN . 
Система (5, 6) в инволюции и определяет комплексы эллипсо-
идов K  с произволом одной функции одного аргумента. Тео-
рема доказана. 

Теорема 2. Комплексы эллипсоидов K  обладают следую-
щими геометрическими свойствами: 

1) конец первого координатного вектора, точки первой 
координатной прямой, а также первой координатной плоско-
сти описывают конгруэнции плоскостей; 

2) конец третьего координатного вектора описывает 
конгруэнцию цилиндрических поверхностей; 

3) точки третьей координатной плоскости описывают 
однопараметрическое семейство линий с касательными пря-
мыми, параллельными первому координатному вектору. 

Доказательство. Для исследуемого комплекса эллипсои-
дов найдем следующие дифференциалы: 

3
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2
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1 eedA   , 

1
1

2 edA  , 

3
3

1
1
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3
23

2
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1
1

2 )1()( exexedM   ,           (7) 

3
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33232

1
1

3 )( exexxedM   , 
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4 )1()( exexdM   , 
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32
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5 )()1( exexxexdM   , 

1
1

6 edM  . 
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Анализируя и дифференцируя формулы (7) согласно мето-
дике исследования, изложенной в книге [8], убеждаемся в 
справедливости теоремы. 

Характеристическое многообразие [6] эллипсоида q  зада-
ется системой уравнений 

01 F , 02 F , 03 F ,                              (8) 

где kF  удовлетворяют уравнению k
kFdF 

2

1
. 

Для исследуемого комплекса эллипсоидов система (8) при-
мет вид 

0)1( 11 xx , 0)1( 322  xxx , 0)1( 2323  xxxx  . (9) 

Из системы уравнений (9) следует 
Теорема 3. Характеристическое многообразие эллипсоида 

q , описывающего рассматриваемый комплекс K , состоит 
из концов всех координатных векторов и сумм первого и вто-
рого координатных векторов, а также первого и третьего 
координатных векторов и из вершины репера. 

Фокальное многообразие [6] эллипсоида q  изучаемого 
трехпараметрического семейства определяется уравнением (1) 
и системой уравнений (9), откуда следует, что оно состоит 
только из трех точек, являющихся концами координатных 
векторов. 
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Complexes of ellipsoids with indicatrices of coordinate vectors 
in the form of surfaces 
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The study continues in a three-dimensional affine space of complexes 

of three-parameter families of ellipsoids, considered earlier in a number 
of works by the author. A variety of ellipsoids is studied when the ends of 
the coordinate vectors coincide with the focal points, and the first coordi-
nate straight line describes a cylindrical surface, while on the generating 
element there are at least three focal points that do not lie on one straight 
line and on one plane passing through center, and defining three conju-
gate directions. A complex of ellipsoids is distinguished from the indicat-
ed manifold provided that the indicatrices of the second and third coordi-
nate vectors describe surfaces with tangent planes parallel to the third 
coordinate plane, and the end of the second coordinate vector describes a 
line with a tangent parallel to the first coordinate vector. An existence 
theorem for the variety under study is proved. The geometric properties of 
the complex under consideration are found. It is proved that the end of the 
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first coordinate vector, points of the first coordinate line, and also the first 
coordinate plane describe a two-parameter family of planes, the end of the 
third coordinate vector describes a two-parameter family of cylindrical 
planes, a point of the third coordinate plane describes a one-parameter 
family of lines with tangents parallel to the first coordinate vector. The 
characteristic manifold of a generating element consists of six points: the 
vertex of the frame, three ends of the coordinate vectors, and two ends: 
the sum of the first and second coordinate vectors, as well as the sum of 
the first and third coordinate vectors. The focal manifold of the ellipsoid, 
the complex under study, consists of only three points, which are the ends 
of the coordinate vectors. 

 
Keywords: complex, congruence, frame, ellipsoid, affine space, vec-

tor indicatrix, characteristic manifold, focal manifold. 
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