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О структурных формах проективной структуры 
 

Показано, что проективная структура на гладком мно-
гообразии порождает дифференциально-геометрические 
структуры 2-го, 3-го и т. д. порядков над расслоением 
фактор-реперов данного гладкого многообразия. Постро-
ены структурные формы и выведены структурные урав-
нения данной структуры. 
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Введение 

 

Изучение проективных структур было начато еще в рабо-
тах Дж. Уайтхеда [5] и Ш. Эресмана [6] 30-х гг. прошлого ве-
ка. Однако до сих пор «при 3n  проблема существования и 
классификации проективных структур на n -мерном многооб-
разии чрезвычайно далека от решения» [3, с. 169]. Полный от-
вет на задачу классификации известен только в размерностях 1 
и 2 (см., напр., [7]). Пример гладкого многообразия размерно-
сти 3, не допускающего проективной структуры, приведен в [8]. 

Существует ряд эквивалентных определений проективной 
структуры, связывающих это понятие с проективными атласа-
ми, развертывающими отображениями, тензорными плотно-
стями (см., напр., [9]). Проективную структуру можно также 
понимать как плоскую проективную связность [3, с. 242]. 
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Целью данной статьи является интерпретация проективной 
структуры на гладком многообразии M  в терминах расслое-

ний реперов высшего порядка )(MH p  на M  и их структур-
ных форм. Она достигается путем построения дифференциаль-
но-геометрических структур, порождаемых данной проектив-
ной структурой. Данное построение осуществлено в несколько 
этапов. 

Этап 1. Для произвольного многообразия M  конструиру-
ется так называемое расслоение фактор-реперов )(MP , ассо-

циированное с )(2 MH . 
Этап 2. При помощи заданной на M  проективной струк-

туры строятся отображения из )(MP  в )(MH p , 2p . 
Этап 3. При помощи кодифференциалов отображений, по-

строенных на этапе 2, структурные формы расслоений 

)(MH p  «переносятся» на )(MP . 
Структура настоящей работы следующая. В части 1 приво-

дятся необходимые сведения о расслоениях реперов высших 
порядков и структурных формах (см., напр., [1]). Этапы 1—3 
реализованы в частях 2—4 соответственно. Основные резуль-
таты работы сформулированы в виде теорем 1 и 2. 

На протяжении всей работы индексы принимают следую-
щие значения: 

nmlkji ,1...,,,,,  . 

 
1. Расслоения реперов высших порядков 

 
Пусть M  — n -мерное гладкое многообразие, 

JUA    )},{(  — атлас на M , Mx  — некоторая точка, 
),( U  — некоторая карта атласа в окрестности данной точки. 

Репер порядка p  ( p -репер) p
xr  на многообразии M  в точке 

x  — это p -струя fj p
0  диффеоморфизма ),()0,(: xMRf n   

окрестностей точек nR0  и Mx  такого, что xf )0( . Ло-
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кальными координатами этого p -репера в карте ),( U  счита-

ются значения в точке nR0  частных производных функций 
if , задающих координатное представление f  отображе-

ния f  относительно данной карты: 

),,,,(
21

i
jjj

i
jk

i
j

i
p

xxxx  , 

где 

)0(ii fx  , )0(
2121

i
jjj

i
jjj fx

ss   , ps ,,1  , 

а в роли аргументов выступают стандартные координаты 

),,,( 21 nttt   на nR . Заметим, что матрица )( i
jx  обратима. 

Через p
nD  обозначим дифференциальную группу порядка 

p , где ,2,1p . Множество )(MH p  всех p -реперов мно-

гообразия M  наделено структурой главного расслоения с ба-

зой M , структурной группой p
nD  и канонической проекцией 

.)(,)(: xrMMH p
x

ppp   

Так как каждый p -репер определяет последовательность 

реперов всех низших порядков, то для любых qp   определен 

гомоморфизм главных расслоений )()(: MHMH pqq
p  . 

На расслоении )(3 MH  глобально определены дифферен-

циальные 1-формы i , i
j , i

jk , локальное координатное вы-

ражение которых вытекает из формул 

ii
j

i xdx  , 

ki
jk

k
j

i
k

i
j xxdx   ,                      (1.1) 

li
jkl

l
j

i
kl

l
k

i
jl

l
jk

i
l

i
jk xxxxdx    
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и имеет вид 

ji
j

i dxx~ , 

)(~ lk
jl

k
j

i
k

i
j xdxx   ,                            (1.2) 

)(~ ml
jkm

m
j

l
km

m
k

l
jm

l
jk

i
l

i
jk xxxdxx   , 

где i
jx~  — элементы матрицы, обратной матрице )( i

jx : 

i
j

k
j

i
k xx ~ . 

Внешние дифференциалы 1-форм i , i
j  можно предста-

вить в виде 

i
j

jid   , i
jk

ki
k

k
j

i
jd   .          (1.3) 

 
 

2. Расслоение фактор-реперов 
 

Определение 1. Пусть 2
xr  и 2

x̂r  — два репера порядка 2 в 

точке Mx . Назовем их эквивалентными, если относительно 
некоторой (а значит, любой) карты на M  в окрестности точки 

x  их координаты ),,( i
jk

i
j

i xxx  и ),,( i
jk

i
j

i yyy  соответственно 

связаны соотношениями 

ii yx  , i
j

i
j yx  , k

j
j

ik
k
j

j
ik yyxx ~~  . 

Фактор-репер на M  в точке x  (центропроективный ре-
пер в терминологии статьи [2]) — это класс эквивалентности 

][ 2
xr  2-реперов по данному отношению, где 2

xr  — 2-репер, пред-

ставляющий данный класс. 
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Координатами фактор-репера ][ 2
xr  относительно карты 

),( U  являются величины ),,( i
i
j

i xxx , где k
j

j
iki xxx ~ . Если при 

этом отображение f  таково, что ][ 22
0 xrfj  , то 

0

||ln






t
i

f
i

t

J
x , 

где fJ  — якобиан отображения f  относительно данной карты: 














j

i

f
t

f
J det . 

Обозначим через 1
nPD  проективно-дифференциальную груп-

пу первого порядка. 
Теорема 1. Множество )(MP  всех фактор-реперов мно-

гообразия M  наделяется структурой главного расслоения с 

базой M , структурной группой 1
nPD  и канонической проекцией 

MMP )(: , действующей по правилу xrx ])([ 2 . Расслое-

ние )(MP  присоединено к главному расслоению )(2 MH  с го-
моморфизмом-охватом 

][)(),()(: 222
xx rrMPMH   . 

Доказательство см. в статье [2]. 

Дифференциалы idx  можно разложить по формам i , i
j , 

i  следующим образом [2]: 

j
ij

j
ijii xxdx   ,                          (2.1) 

где 
q
jk

m
q

l
im

k
l

k
l

l
ijkij xxxxxxx ~~~  ,                          (2.2) 

k
iki   . 
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3. Проективная структура на многообразии 

 
Определение 2. Атлас JUA    )},{(  на гладком много-

образии M  называется проективным атласом, если все отоб-

ражения перехода 1
    дробно-линейны. Два проективных 

атласа называются эквивалентными, если их объединение — 
снова проективный атлас. Класс эквивалентности проектив-
ных атласов называется проективной структурой   [3]. 

Определение 3. Пусть даны два расслоения: )(
~

MF  и 

),(MF  ассоциированные с расслоением p-реперов )(MH p , 

причем расслоение )(
~

MF  охватывает расслоение )(MF : 

)()(
~

: MFMF  . Дифференциально-геометрической струк-

турой порядка p на )(MF  называется сечение [1] 

)(),(
~

)(: MFidMFMF    . 

Вначале покажем, как с помощью проективной структуры 
выделить по одному каноническому представителю для каж-
дого фактор-репера на M . Для этого среди всевозможных ло-

кальных диффеоморфизмов ),()0,(: xMRf n   выделим та-

кие, которые хотя бы в одной (а следовательно, в каждой) кар-
те проективной структуры   задаются дробно-линейными 
функциями, отличными от констант: 

0)det(,)(
0
0

0

0 



 i

jj
j

iji
jjii a

ata

ata
tfx .             (3.1) 

Класс всех таких отображений обозначим через )(M . 

Лемма 1. В любой карте проективной структуры   спра-
ведливы следующие выражения для частных производных 2-го 
порядка отображения (3.1) класса )(M : 
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,                      (3.2) 

где 

m

k

ki

m

ij

i
i
j

x

t

tt

x
A

t

x
A












2

, . 

Доказательство. Пусть )(Mf  , то есть отображение f  

задано функциями вида (3.1). Формулу (3.1) перепишем в виде 

тождества относительно переменных jt : 

lkl
k

lk
k ataxata 0

0
0

0 )(  . 

Последовательно дифференцируя это тождество сначала по 
it , затем по jt , получим: 

l
i

l
ii

l
k

k axa
t

x
ata 
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0 )( , 
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x 00
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2 1
.              (3.3) 

Пусть 

m

k

ki

m

i
x

t

tt

x
A







 . 

Тогда в силу (3.3) 
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 .                  (3.4) 
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С учетом данного равенства формула (3.3) дает (3.2). Лем-
ма доказана. 

Замечание 1. Из (3.4) получается выражение для частной 

производной iA  по jt : 

1





n

AA

t

A ji

j
i . 

Замечание 2. Формула (3.2) обобщается на частные произ-
водные любого порядка 2p : 

1 21 2
( )1

!
.

( 1) pp

p l
l
i i ii pi i

px
A A A

nt t t 




  



            (3.5) 

Замечание 3. Из леммы 1 непосредственно следует, что 
для отображений класса )(M  многомерная производная Швар-

ца [3] обращается в нуль. 
Замечание 4. В случае 1n  равенства (3.2) обращаются в 

тождество для произвольного отображения, а потому они сами 
по себе не накладывают никаких ограничений. При этом ра-
венства (3.5) при 3p  принимают вид 

)('

))(''(

2

3
)('''

2

tf

tf
tf  , 

что равносильно обращению в нуль производной Шварца [3]. 
Замечание 5. Формула (3.1), рассматриваемая как система 

дифференциальных уравнений на неизвестные функции )( ji tx  

при 2n , допускает непосредственное интегрирование (см., 
напр., [4]), и ее решение имеет вид (3.1). Таким образом, при 

2n  она является не только необходимым, но также и доста-
точным условием принадлежности отображения f  классу 

)(M . 

Лемма 2. Для любого фактор-репера x  многообразия M  

существует единственное (с точностью до выбора окрест-



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

76 

ности точки x ) отображение f  класса )(M  такое, что 
данный фактор-репер является классом эквивалентности в 
точке x  2-репера данного отображения: 

)(],[ 2
0 Mffjx  . 

Доказательство. Рассмотрим произвольное отображение 
)(Mf   такое, что xf )0( . В любой карте проективной 

структуры   в окрестности точки x  отображение f  задается 

функциями if  вида (3.1). При этом 00
0 a , поскольку f  

определено в точке nR0 . Разложим функции if  по формуле 
Маклорена 2-го порядка: 

)(
2

1 2 otttcf kji
jk

ji
j

ii  ,               (3.6) 

где 

k
i
j

i
jkj

ii
j

i
j cccc  2,  , 

2/121
0
0

0

0
0

0
0
0

))()((,,, nj
j

i
i

i
ji

j tt
a

a
c

a

a
c

a

a
с   . 

С другой стороны, 

)(
2

1 2ottxtxxf kji
jk

ji
j

ii  ,                  (3.7) 

где ),,( i
jk

i
j

i xxx  — координаты 2-струи fj2
0 . 

Сопоставляя (3.6) и (3.7), видим, что отображение f  по-

рождает заданный фактор-репер ][ 2
0 fjx   тогда и только то-

гда, когда справедливы равенства 

i
j

k
k
ij

i
j

i
j

ii xxxc   ~,, )( , 

которые равносильны следующей системе уравнений относи-

тельно неизвестных i
jc , ic , jc : 
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i
k
ji

j
kk

j
i

i
jj

ii
j

ii xxcxcxxcccxc  ~)(,, , 

имеющей единственное решение 

j
ii

j
i
jii

ii xx
n

xcx
n

cxc
1

1
,

1

1
,





 . 

Лемма доказана. 
Замечание 6. Из леммы 2 следует, что для каждой точки 
Mx  фактор-реперы на M  в этой точке находятся во взаим-

но-однозначном соответствии с ростками отображений класса 
)(M  в данной точке, причем данное соответствие не зависит 

от выбора локальных координат. 
Замечание 7. В частном случае, когда многообразие M  

представляет собой проективное пространство nP , а проек-
тивная структура на нем задана аффинными картами, фактор-
реперы на M  можно отождествить с обычными проективны-
ми реперами, и таким образом понятие фактор-репера приоб-
ретает наглядный геометрический смысл [11]. 

Теорема 2. Проективная структура   на гладком много-
образии определяет семейство отображений 

2),()(:  pMHMP pp , 

являющихся дифференциально-геометрическими структура-
ми порядка p  над расслоением фактор-реперов )(MP . Дей-

ствие каждого из отображений p  относительно любой ло-
кальной карты на M , принадлежащей проективной струк-
туре  , имеет вид 

),,,,(),,(
21

i
jjj

i
jk

i
j

i
i

i
j

i
p

xxxxxxx  , 

где 

 ,3,2,
)1(

!
)(1 2121




  pxxx
n

p
x

pp jj
i

jp
i

jjj .       (3.8) 
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Доказательство. По лемме 2, для каждого фактор-репера x  
существует единственное (с точностью до выбора окрестности 

точки x ) отображение f  класса )(M  такое, что ][ 2
0 fjx  . 

Отображение f , в свою очередь, определяет для каждого 

2p  p -репер fjr pp
x 0  в точке x . Тем самым построено се-

мейство отображений )()(: MHMP pp  , p
xx

p r)( , дей-
ствие которых относительно любой локальной карты на M , 
принадлежащей проективной структуре  , имеет вид (3.8), 
вытекающий из формулы (3.5). Теорема доказана. 

Замечание 8. Из (2.2) и (3.8) вытекает, что 

1


n

xx
x ji

ij .                                       (3.9) 

 
4. Структурные формы проективной структуры 

 

Рассмотрим 1-формы i , i
j , i

jk , i , определенные на 

)(3 MH , а также их образы под действием кодифференциала 

отображения 3 : 

)(*3 ii   , )(*3 i
j

i
j   , )(*3 i

jk
i
jk   , )(*3

ii   . 

1-формы i , i
j , i , определенные на )(MP , будем 

называть структурными формами проективной структуры  . 

Выражения для форм i , i
j  легко получаются из выражений 

для форм i , i
j : 

ji
j

i dxx~ , )(~ lk
jl

k
j

i
k

i
j xdxx   . 

Лемма 3. Выражения для форм i
jk  имеют вид 

)(
1

1
j

i
kk

i
j

i
jk n

 


 .                           (4.1) 
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Доказательство. Выведем выражение для дифференциала 
i
jkxd  через формы i , i

j , i . Используя формулы (3.8) при 

2p , (1.1) и (2.1), получим 




 }{)(
1

1
kjxxd

n
xd k

i
j

i
jk  

},{))()((
1

1
kjxxxxxx

n
m

km
m

kmk
i
j

mi
jm

m
j

i
mk 


   

где символ }{ kj   обозначает выражение, полученное пере-

становкой индексов j  и k . Отдельно рассмотрим подчеркну-

тые слагаемые. Заметим, что 

 }{}{ kjxxxxkjxxxx m
jm

i
k

m
jk

i
m

m
km

i
j

m
jk

i
m   

.)1(}{)( m
j

i
km

m
jm

i
kk

i
m xnkjxxxx    

Также отдельно рассмотрим слагаемые, содержащие фор-

мы m . В силу (3.8) и (3.9) получим 

 }{ kjxxxx m
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i
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m
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i
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i
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i
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 . 

Таким образом, 
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n
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 )(

1

1
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Сравнивая полученное выражение с (1.1), приходим к (4.1). 
Лемма доказана. 

Теорема 3. Внешние дифференциалы структурных форм 
проективной структуры   удовлетворяют уравнениям 

i
j

jid   ,                                 (4.2) 
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)(
1

1
j

i
kk

i
j

ki
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k
j

i
j n

d  


 ,            (4.3) 

j
j

iid   .                                   (4.4) 

Доказательство. Формула (4.2) получается непосред-
ственно из (1.3). Формула (4.3) выводится из (1.3) в силу лем-
мы 3. Выведем формулу (4.5). Для этого применим к обеим 

частям равенства (2.1) кодифференциал отображения 3 : 

j
ij

j
ijii xxdx   , 

а затем возьмем внешний дифференциал от обеих частей: 

j
ij

j
ij

j
ij

j
iji dxxddxdxd  0 .     (4.5) 

Отдельно рассмотрим сумму второго и третьего слагае-
мых. В силу (4.3) и (2.1) получим 
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где подчеркнутые члены взаимно уничтожаются. Также от-
дельно рассмотрим сумму четвертого и пятого слагаемых, ко-
торая с учетом (3.9) и (2.1) приводится к виду 
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где сумма подчеркнутых членов равна нулю. Таким образом, ра-
венство (4.5) принимает вид 
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 , 

откуда после приведения подобных слагаемых получается 
(4.4). Теорема доказана. 

Замечание 9. Из теоремы 2 ввиду теоремы Фробениуса вы-
текает, что система уравнений 

0,0  i
j

i  ; 

задает вполне интегрируемое распределение D на расслоении 
)(MP . Следовательно, над любой связной односвязной обла-

стью MU   результат параллельного перенесения фактор-
репера не зависит от выбора пути на базе M, вдоль которого 
оно осуществляется, а зависит лишь от его начала и конца. 

Замечание 10. Если произвести замену ii   , i
j

i
j   , 

ii n  )1(  , то с чисто формальной точки зрения уравнения 

(4.2)—(4.4) примут тот же самый вид, что и структурные 
уравнения группы проективных преобразований n -мерного 
проективного пространства (см., например, [10]). Однако, в 
отличие от последнего, на многообразии M  действие указан-
ной группы a priori не задано. 
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A projective structure on a smooth manifold is a maximal atlas such 

that all its transition maps are the fractional linear transformations. Our 
aim is to interpret this notion in terms of the higher order frame bundles 
and their structure forms. It is shown that the projective structure gener-
ates the sequence of differential geometric structures. The construction is 
following: 

Step 1. For a smooth manifold the so-called quotient frame bundle as-
sociated to the 2nd order frame bundle on the manifold is constructed. 
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Step 2. Given projective structure on the manifold, the mappings 
from the quotient frame bundle to the higher order frame bundles are con-
structed. These mappings are the differential geometric structures. 

Step 3. The pullbacks of the structure forms of the frame bundles via 
the mappings are considered. These are called structure forms of the pro-
jective structure. The expressions of their exterior differentials in terms of 
the forms themselves are found. These expressions coincide with the 
structure equations of a projective space. 

 
Keywords: smooth manifold, quotient frame, frame bundle, projective 

structure, differential geometric structure, structure forms, structure equa-
tions 
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