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ТЕНЗОР КРИВИЗНЫ СВЯЗНОСТИ В РАССЛОЕНИИ 

НАД ГРАССМАНОПОДОБНЫМ МНОГООБРАЗИЕМ 

ЦЕНТРИРОВАННЫХ ПЛОСКОСТЕЙ 

 
Рассмотрены четыре основных способа продолже-

ний уравнений грассманоподобного многообразия цен-

трированных плоскостей и один обобщающий способ. 

Найдены структурные уравнения форм групповой связ-
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ности в главном расслоении, ассоциированном с грасс-

маноподобным многообразием. Получены выражения 

объекта кривизны групповой связности через компо-

ненты объекта связности, фундаментального объекта 1-го 

порядка и пфаффовы производные компонент данных 

объектов. Показано, что в каждом из основных случаев 

объект кривизны связности является тензором, содер-

жащим 2 простейших и 2 простых подтензора. При ис-

пользовании обобщающего способа в дифферен-

циальных уравнениях компонент объекта кривизны по-

является тензор, названный виртуальным, поскольку он 

обращается в нуль в основных случаях. 

 

Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвиж-

ному реперу {A, AI} ( I, ... 1, n= ), инфинитезимальные переме-

щения которого определяются формулами [1] 

 
I

IAAdA  ,  

 AAAdA
IJ

J

III
 , 

причем формы Пфаффа I

JI

I ,,   удовлетворяют структур-

ным уравнениям Картана для проективной группы GP(n) 

 ,D I

J

JI   ,D
J

J

II
  

 .D I

J

K

K

I

J

I

K

K

J

I

J
   (1) 

В пространстве Pn рассмотрим грассманоподобное много-

образие 
*Gr (m,n)  [2] центрированных m-мерных плоскостей 

*

mL . Грассманоподобное многообразие 
*Gr (m,n)  центриро-

ванных плоскостей имеет размерность (m+1)(n–m), совпа-

дающую с размерностью многообразия Грассмана Gr(m,n) . 

При помещении вершин A, Aа на плоскость 
*

mL  и фикса-

ции центра А ( a, ... 1, m= ; n,1m...,  ) уравнения грас-

сманоподобного многообразия центрированных плоскостей 

выглядят следующим образом: 
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 



  b

abaa ,  (2) 

где a ab{ , }      — фундаментальный объект 1-го порядка 

многообразия * *V Gr (m,n) . Дифференцируя уравнения (2) 

внешним образом, получим 

 
,0

)(

bc
bca

b
ba

b
aba

b
aba

















 (3) 

где, например, 

 .d abb
c

aca
c

cbabab 
   

В равенствах (3) можно группировать слагаемые четырьмя 

основными способами. 

Способ 1. 

 .0)()( bс
bсaab

b
baa

b
aba  




  

Разрешаем по лемме Картана: 

 






  b

aba
b

baa
b

aba 11 ,  (41) 

 






  c

abcab
с

bсaab 11 ,  (51) 

причем выполняются условия симметрии 

 0Ia
][   , 0II abab   , 

 
  0I
bca




,  (6) 

где 4,1I   и квадратные скобки означают альтернирование по 

крайним индексам или их парам. 

В уравнениях (41, 51) переносим слагаемые, содержащие 

базисные формы, в правую часть 

 





  b
baabaa

b
aba )1(1 ,  (4 ' 1) 

 





  c
bсaabcabab )1(1 .  (5 ' 1) 

Продолжая эти уравнения, получим 
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,0)(            

)()(1

,0)(           

)1(1

,0)(           

)1(1

,0)11(1















еaсb
е

сba
е

еbсa
е

abс
ее

есabaсеbabс

abab

с
bсaaсbсbaabсabсab

abab

с
bсaaсbсbaabсacbab

b
ababa







































  (71) 

где символ  означает сравнение по модулю базисных форм 
  b, . 

Способ 2. 

 .0)()( bс
bсabaaba

b
aba  







  

Разрешаем по лемме Картана: 

 



  b

abaa
b

aba 22 ,  (42) 

 











  c
abcab

c
bсabaab 22 ,  (52) 

причем справедливы условия (6) при I=2. Преобразуем урав-

нения (52) 

 



  c

bсaabcbaabab )2()2( .  (5 ' 2) 

Продолжая уравнения (42), (5 ' 2), получим 

.0)(            

)()(2

,0           

)()2(2

,0           

)()2(2

,0)22(2

еaсb
е

сba
е

еbсa
е

abс
ее

есabaсеbabс

baab

abab
с

сbaabсabсab

baab

abab
с

сbaabсacbab

b
babaababa







































 (72) 
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Способ 3. 

 .0)()( bс
сbaab

b
baa

b
aba  




  

Разрешаем: 

 






  b

aba
b

baa
b

aba 33 ,  (43) 

 ,33 c
abcab

c
сbaab 







    (53) 

причем выполняются условия (6) при I=3. Преобразуем урав-

нения (43, 53) 

 



  b

baabaa
b

aba )3(3 , 

 



  c

сbaabcabab )3(3 . 

Продолжаем эти уравнения: 

.0

)(3

,0)()3(3

,0)()3(3

,0)33(3

baс

сab
е

сbaеbсaеесabaсеbabс

abab
с

aсbabсabсab

abab
с

aсbabсacbab

b
ababa































 (73) 

Способ 4. 

 .0)()( bс
сbabaaba

b
aba  







  

Разрешаем: 

 





  b
abaa

b
aba 44 ,  (44) 

 ,44 c
abcab

c
сbabaab 










    (54) 

причем справедливы условия (6) при I=4. Преобразуем урав-

нения (54) 

 





  c
сbaabcbaabab )4()4( .  (5 ' 4) 

Продолжая уравнения (44, 5 ' 4), получим 
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.0            

)(4

,0           

)()4(4

,0           

)()4(4

,0)44(4
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сab
е

сbaеbсaеесabaсеbabс
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с
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abab
с

bсaabсacbab

b
babaababa






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

























 (74) 

Обобщающий случай. 

 



  b

abaa
b

aba , 

 



  c

abcabab , 

где только 0a
][   . Продолжения имеют вид 

.0)(          

)(

,0)          

()(

,0         

)()(

,0)(

eaсb
e

cba
e

сab
е

bсaеесabaсеbabс
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с

aсbacbabсabсab

baab

abab
с

abсacbab

b
abababa






































  (75) 

 

Утверждение. Фундаментальный объект 1-го порядка 
a ab{ , }      является квазитензором, содержащим тензор ab{ } . 

При указанной специализации подвижного репера струк-

турные уравнения (1) принимают вид 
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 a ab

a b aD ( )     

           , 

 b b

a b a a aD ( )    

          ; 

 a c a a ac

b b c b b cD  

        , 

 a

aD       

           ,  (8) 

 a b a a a ab

b bD   

              , 

 b

a a b aD 

     , a

aD 

        , 

где 

 a a c a a

b b c b b            , ac a ec c a ac

b b e b b            , 

 a

a

   

               , a ba a

b

  

           , 

 a a

      , ab ab

      . 

Структурные уравнения (8) показывают, что над многооб-

разием *V  возникает главное расслоение * *G (V ) , типовым 

слоем которого является подгруппа стационарности *G  цен-

трированной плоскости *

mL , причем 

 *dimG m(m n) n(n 1).     

Групповая связность в расслоении * *G (V )  задается спосо-

бом Г. Ф. Лаптева [3] с помощью форм 

 

a a a ac a

b b b b c a

a a a ab b

b a a a a b

a

a

L , L ,

L , L ,

L ,

       

     

   

     

 

   

             

             

      

  (9) 

где a ac a a ab b a

b b a a{ ,L , ,L , ,L ,L , ,L , } 

                 — объект 

групповой связности, компоненты которого удовлетворяют 

сравнениям, найденным в статье [2]. 

Подставляя дифференциальные уравнения компонент объ-

екта Г в выражения внешних дифференциалов форм (9), полу-

чим структурные уравнения форм связности 
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,RRR~~~D dc
acd
bc

ac
b

a
b

a
c

c
b

a
b








   

,RRR~~~D ba
ab

a
aa 















   

,R

RR~~~~~D

cb
abc

b
abaaa

b
ba
















 

,KKR~~~D cb
bc
ab

b
aab

b
aa








   

,K

KR~~~~~D

ba
ab

a
a

a
a
















 

где компоненты 
a ac acd a ab a ab abc

b b bR ,R ,R ,R ,R ,R ,R ,R ,R ,  

          

b bc a ab

a a aR ,K ,K ,R ,K ,K       объекта кривизны R групповой 

связности Г выражаются по формулам: 

a a a c

b b[ ] c[ b ]

ac ac ac a c a dc ac c

b b b b d b d b

acd a cd a cd a c ed

b b b e b

R ,

R L L L ,

R L L L ,

   

        

     

    

       

          

 

a a a c

b b[ ] c[ b ]

ac ac ac a c a dc ac d

b b b b d b d b

acd a cd a cd a c ed

b b b e b

R ,

R L L L ,

R L L L ,

   

        

     

    

       

          

 

[ ] [ ]

a a a a a a

ab ab ab a b

R ,

R L L L ,

R L L L ,

   

     

       

        

    

        

   

       

          

 

a a b a a

[ ] [ b ] [ ]

ab ab ab a b c ab cb a ab b a

c c

abc a bc a bc d b ac b ac

d

R ,

R L L L L L ,

R L L L L L ,



        

 

            



           

     

          

               
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b

a a[ ] a[ b ]

b b b b cb c b

a a a a a c a c

bc bc bc e b c

a a a a e

R L L ,

K L L L L ,

K L L ,

   

        

     

 

      

           
a

[ ] [ a ] [ ]

a a a a b a ba a a

b b

ab ab ab c a b a b

c

R L L L ,

K L L L L L L ,

K L L L .



        

 

            



           

  

         

                 

 

При нахождении дифференциальных сравнений для ком-

понент объекта кривизны R групповой связности Г использу-

ются продолжения уравнений компонент объекта связности Г, 

сравнения (7) и учитываются условия симметрии (6). Эти 

сравнения для случаев 1—4 имеют вид 

 
a ac

b b[ ] cR R 0,      
ac adc

b b dR 2R 0,      
acd

bR 0,   

 
a

[ ] aR R 0, 

       
a ab

bR 2R 0, 

      
abR 0,

   

 
a a a b ab

b b [ ] bR ( R R ) R 0, 

               

 
ab a b ab c acb

c c cR ( R R ) 2R 0, 

              

 
abc a bc abc d

d dR ( R R ) 0, 

            (10) 

 
b b

a a a[ ] bR (R K ) 0,        
b bc cb

a a a cK (2K R ) 0,        

 
bc dbc

a a dK R 0,      

 
a a a

[ ] a aR R (K R ) R 0,

                 

 
a ba ba a a b

b bK (R 2K ) R K 0,

                

 
ab cab ab ab c

c cK R R K 0.

              

Несмотря на различия продолжений уравнений компонент 

объекта связности Г и сравнений (71) — (74), дифференциаль-

ные сравнения компонент объекта кривизны в любом из четы-

рех случаев имеют вид (10), откуда следует 
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Теорема. Объект кривизны R групповой связности Г в 

расслоении * *( )G V  над грассманоподобным многообразием 
* *( , )V Gr m n=  является тензором, содержащим 2 простей-

ших [4] подтензора acd

b{R } , ab{R }

  и 2 простых подтензора 

 
a ac acd

b b b{R ,R ,R }   , 
a ab{R ,R ,R }  

   . 

Для обобщающего случая часть дифференциальных срав-
нений (8) принимает более общий вид: 

 
ac adc a dc d ac

b b d b b dR 2R ( M M ) 0,             

 
acd a dce acd

b b d bR M M 0,         

 
a ab ba

b bR 2R M 0,  

          
ab cab

cR M 0, 

        (11) 

 
ab a b ab c acb ab

c c cR ( R R ) 2R M 0, 

                  

 
abc a bc abc d abc

d dR ( R R ) M 0, 

               

где 

 ab ab ab a bM         , abc a bc a bcM ] ]       . 

Компоненты введенного объекта ab abcM {M ,M }   удовле-

творяют дифференциальным сравнениям 

 ab abc

cM 2M 0     , abcM 0  . 

Таким образом, М является тензором, содержащим подтензор. 

Назовем М виртуальным тензором, так как в каждом из четы-
рех рассмотренных случаев он обращается в нуль. Тогда диф-

ференциальные сравнения (11) превращаются в соответст-
вующие сравнения из системы (10). 
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THE CURVATURE TENSOR OF CONNECTION 
IN THE FIBERING OVER GRASSMAN-LIKE MANIFOLD 

OF CENTRED PLANES 
 

Four basic ways and one generalizing way of continuations of the 
equations for Grassman-like manifold of centred planes are considered. 
The structure equations for the forms of group connection in the principal 
fibering assotiated with Grassman-like manifold are found. The expres-
sions for the curvature object of a group connection by the components of 
the connection object, fundamental object of 1st order and phaffian de-
rivatives of the components of this objects are obtained. It is shown, that 
in every basic case the curvature object of connection is a tensor. It con-
tains 2 elementary and 2 simple subtensors. Using a generalizing way we 
have a tensor in the differential equations for the components of curvature 
object. This tensor is called virtual as it vanishes in the basic cases. 
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Дано задание гиперполосы )(rmH  в репере 1-го по-

рядка и доказана теорема существования. Рассмотрены 

однопараметрические пучки Т-виртуальных нормалей  




