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Голономные поверхности и прямолинейные конгруэнции 
в трехмерном проективном пространстве 

 

В трехмерном проективном пространстве 3P  иссле-

дуются поверхности и прямолинейные конгруэнции, 
характеризуемые нулевыми значениями диагональных 
компонент деривационных формул их канонических 
реперов. Такие многообразия определяются вполне ин-
тегрируемыми системами уравнений Пфаффа. Уста-
новлены различные геометрические свойства ассоции-
рованных с этими многообразиями поверхностей и 
прямолинейных конгруэнций 

 
Ключевые слова: голономная поверхность, голономная прямо-

линейная конгруэнция, фокус, торс, асимптотические линии, вполне 
интегрируемая система, сопряженность, гармоничность. 

 
1. Голономные поверхности 

 
Рассмотрим в трехмерном проективном пространстве 

3P гладкую нелинейчатую поверхность S , отнесенную к кано-
ническому реперу С. П. Финикова. Матрица его деривацион-
ных формул [1, с. 37] имеет вид 

 
 

 

1 21
2

1 2 2 1 1 21
2 2 2 16

1 2 2 1 2 11
1 1 1 26

1 2 1 2 1 2 1
1 2 1 1 2 2 2

0k
k

k
k

p

a b p p

b a p p

a a b a a b p

  

     

     

      

 
 

  
 

  
 

     

 (1.1) 



В. С. Малаховский 

 71

Определение 1.1. Поверхность S  называется голономной, 
или поверхностью 0S , если 

 1 20,  0.p p   (1.2) 

Теорема 1.1. Поверхности 0S  существуют и определяют-

ся вполне интегрируемой системой уравнений Пфаффа. 
Доказательство. Из (1.2) следует 

 0 1 2 3
0 1 2 30,  0,  0,  0.         (1.3) 

Продолжая систему (1.3), получим 

 1 2

1
.

2
b b   (1.4) 

Из выражений (1.1) и (1.4) следует, что система уравнений 
Пфаффа поверхности 0S  состоит из уравнений (1.3), а также 
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 (1.5) 

Осуществляя последовательные продолжения этой систе-
мы, приходим к вполне интегрируемой системе уравнений 
Пфаффа, состоящей из уравнений (1.3), (1.5) и  

 2 1
1 2, , 0.da m da m dm      (1.6) 

Теорема 1.2. Поверхности 0S  обладают следующими 

свойствами: 
1) торсы прямолинейных конгруэнций первой и второй ди-

ректрис Вильчинского [1, с. 12] соответствуют. Конгруэнция 
первых директрис Вильчинского сопряжена поверхности 0S , 

конгруэнция вторых директрис Вильчинского гармонична по-
верхности 0S  [2, с. 251]; 

2) фокусы луча 1 2A A  конгруэнции вторых директрис Виль-

чинского гармонически делят точки 1A  и 2A ; 
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3) прямолинейные конгруэнции  1 3A A  и  2 3A A  сопряже-

ны поверхности 0S . 

Доказательство. 1. Торсы прямолинейных конгруэнций 

 1 2A A  и  0 3A A  определяются одним и тем же уравнением: 

    2 21 2
2 1 0.a a    (1.7) 

Так как сеть асимптотических линий на поверхности 0S  — 
координатная, т. е. она определяется уравнением 

 1 2 0,    (1.8) 

то сеть линий (1.7) сопряжена на поверхности 0S . 

2. Фокусы 

 1 1 2 2F t A t A   (1.9) 

луча 1 2A A  определяются уравнением 

 2 2
2 1 1 2 0.a t a t   (1.10) 

Следовательно, 
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откуда следует 

  1 2 1 2; 1A A F F   . 

3. Торсы прямолинейных конгруэнций  1 3A A  и  2 3A A  

определяются соответственно уравнениями 

     2 21 1 21
1 2 4 0,a a      (1.12) 

     2 21 2 2
2 1

1
0.

4
w a a w    (1.13) 

Следовательно, на поверхности 0S  они определяют сопряжен-

ные сети. 
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2. Голономные прямолинейные конгруэнции 
 

Рассмотрим в пространстве 3P  прямолинейную конгруэнцию 

 1 2L A A , отнесенную к фокальному каноническому реперу. 

Матрица его деривационных формул [1, с. 14—17] имеет вид   
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где 
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 (2.3) 

Определение 2.1. Конгруэнция L  называется голономной 
или конгруэнцией 0L , если 

 0 1 2 3
0 1 2 30,  0,  0,  0,        (2.4) 

т. е. если 
 0,  0,  0,  0.p r s t     (2.5) 

Продолжая уравнения (2.4), получим 

 1,  1,  1.a c m     (2.6) 

Теорема 2.1. Конгруэнции 0L  существуют и определяют-

ся вполне интегрируемой системой уравнений Пфаффа. 
Доказательство. Учитывая (2.5) и (2.6) в матрице (2.1), 

убеждаемся, что система уравнений Пфаффа конгруэнции 0L  

состоит из уравнений (2.4), а также 
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Осуществляя последовательные продолжения этой системы, 
приходим к вполне интегрируемой системе уравнений Пфаффа 
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 (2.8) 

Матрица деривационных формул канонического репера 
конгруэнции 0L  имеет вид 
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Теорема 2.2. Асимптотические линии на поверхностях 

 0 ,A   1A ,  2 ,A   3 ,A  порожденных конгруэнцией 0L , соот-

ветствуют. 
Доказательство. Имеем 
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 (2.10) 

Следствие. Прямолинейные конгруэнции  1 2 ,A A   1 3 ,A A  

 2 0A A  являются конгруэнциями W . Конгруэнции 0L  образу-

ют подкласс конгруэнций R , т. е. 0L R  [1, с. 18]. 



В. С. Малаховский 

 75

Теорема 2.3.  
1. Торсы прямолинейных конгруэнций  1 2 ,A A   1 3 ,A A   2 0A A  

соответствуют и определяются уравнением 

 1 2 0.    (2.11) 

2. Поверхности  1A  и  2A ;  1A  и  3A ;  2A  и  0A  яв-

ляются фокальными поверхностями соответственно конгру-
энций  1 2 ,A A   1 3 ,A A   2 0A A . 

3. Торсы прямолинейных конгруэнций  2 3A A  и  0 1A A  со-

ответствуют и определяются уравнением 

 2 2
1 1 2 2 0b      . (2.12) 

4.          1 1 2 2
2 3 1 2 0 1 1 2;  ;  A A F F A A F F , (2.13) 

где    1 1
1 2,F F  — фокусы луча  2 3 2 3A A A A ;    2 2

1 2,F F  — фоку-

сы луча  0 1 0 1A A A A . 

Доказательство. Используя матрицу (2.9), получаем для тор-
сов прямолинейных конгруэнций  1 2 ,A A   1 3 ,A A   2 0A A  урав-

нение (2.11), а для торсов прямолинейных конгруэнций  2 3A A  

и  0 1A A  — уравнения (2.12). Кроме того, убеждаемся, что  1A  

и  2A  — фокальные поверхности конгруэнции  1 2A A ;  

 1A  и  3A  —  фокальные поверхности конгруэнции  1 3A A ; 

 2A  и  0A  —  фокальные поверхности конгруэнции  2 0A A . 

Фокусы 

    1 2
1 2 2 3 1 0 2 1,F t A t A F t A t A     (2.14) 

определяются одним и тем же уравнением: 

 2 2
1 1 2 2 0.t bt t t    (2.15) 

Следовательно, выполняется тождество (2.13). 
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3. Конгруэнции 0L  
 
Теорема 3.1. Прямолинейная конгруэнция  0 3A A  тогда и 

только тогда вырождается в линейчатую поверхность, когда 

 2 1.b   (3.1) 

Доказательство. Имеем 

        0 3 1 2 2 3 1 2 0 1 .d A A b A A b A A        (3.2) 

1. Если b    2 1  , то 

         0 3 1 2 2 3 0 1d A A A A A A     , (3.3) 

откуда следует, что прямая 0 3A A  вдоль линии 1 2 0    ста-
ционарна. 

2) Пусть 

  1 2 1 2b b       , (3.4) 

тогда 

     2
1 2 1 2 0  1b b b         . (3.5) 

Ч. т.  д. 
Определение 3.1. Конгруэнцией  

0L   называется конгруэн-

ция 0L , характеризуемая условием 

 b  . (3.6) 

Так как свойства конгруэнций  1
0L  и  1

0L   аналогичны, то 

ограничимся рассмотрением конгруэнций  1
0L . Матрица дери-

вационных формул таких конгруэнций имеет вид 
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 (3.7) 
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Теорема 3.2. Фокальные поверхности  1A  и  2A  конгру-

энции  1
0L  линейчатые. 

Доказательство. Имеем 

 
   
   

1 2

1 2

1 1 3 2 1 3 20

2 2 0 1 2 0 10

, , 0,

, , 0.

dA A A d A A A

dA A A d A A A
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 




 

 

   

   
 (3.8) 

Следовательно, асимптотические линии 1 2 0    на по-

верхности  1A  и 1 2 0    на поверхности  2A  — прямые.  

Ч. т.  д. 
Теорема 3.3. Вторые асимптотические преобразования 

поверхностей  1A  и  2A  

            1 2 0 2 1 3    ,     ,A A A A A A     (3.9) 

т. е. преобразования с помощью конгруэнций W , преобразуют 
эти поверхности в одну линейчатую поверхность. 

Доказательство. Из теоремы (3.1) следует, что  0 3A A  —  

линейчатая поверхность, т. е. 

      0 3 0 3 .A A A A   (3.10) 

Ч. т.  д. 
Теорема 3.4. Точки 0A  и 2A ; 1A  и 3A ; 1A  и 2A  полярно со-

пряжены относительно квадрики Ли линейчатой поверхно-
сти  0 3A A  в любой точке 0 3M A A . 

 

Доказательство. Уравнение квадрики Ли поверхности 

 0 3A A  в точках 0A  и 3A  имеет вид 

    2 21 2 2 3 0 12 2 0.x x x x x x     (3.11) 

Следовательно, в любой точке 0 3M A A  уравнения квад-

рики Ли поверхности  0 3A A  имеет тот же вид. Ч. т.  д. 
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Об исследованиях на пустом множестве  
в дифференциальной геометрии 

 
Дан анализ причин возникновения в дифференци-

альной геометрии теорий на пустом множестве. Показано, 
что использование относительно неинвариантных систем 
дифференциальных уравнений и дифференциальных не-
равенств, превращение символа Кронекера и его обобще-
ний, не зависящих от преобразований фундаментальной 
группы, в геометрические объекты (тензоры и квазитензо-
ры) порождает теории на пустом множестве. 
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