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ДВОЙСТВЕННЫЕ ПРОЕКТИВНЫЕ СВЯЗНОСТИ S-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Построены проективные линейные связности 
1

,
2

,
3

, базисного L-распре-

деления скомпонованного S-распределения проективного пространства Рn. Полу-

чены охваты тензоров кривизны-кручения этих связностей. Найдены условия сов-

падения связностей 
1

,
2

,
3

 и двойственности пространств проективной связности 

Ðn

1

, , Ðn

2

, , Ðn

3

, . Показано, что оснащение голономного L-распределения в смыс-

ле Нордена-Картана индуцирует пространство Ðn

2

,   с нулевым кручением, двой-

ственноeÐn

1

, . 

 

Используется следующая схема индексов: 

   I,J,K,P,Q,...=1, n ; p,q,s,t,...= 1, r ; i,j,k,... = r m1, ; A,B,C,...= (1 1 1, ; ,r m n  ), 

    , , ,... ,  m n1 1;    u v r n, ,... ,  1 1;     ,  ,  ,... ( , ; , ),А В С r m n 1 1  

   ,  ,... , ;u v r n  1     ,  ,... ,   m n1 . 

§1. Первая проективная связность базисного L-распределения 

Рассмотрим специальный класс трехсоставных распределений проективного 

пространства Рn [1], оснащающее М-распределение которого несет двухкомпо-

нентную сопряженную систему (, L)-распределений плоскостей  и L таких, 

что в каждом центре А0 при смещении одной из плоскостей (А0) и L(A0) вдоль 

линий, принадлежащих другой плоскости, она остается в плоскости M(A0). Та-

кой класс трехсоставных распределений назван S-распределениями. В репере 1-

го порядка 1 S-распределение задается уравнениями (без соответствующих за-

мыканий этих уравнений): 
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Пусть базисное L-распределение оснащено в смысле Нордена-Картана полем 

геометрического объекта { n

i
, L n

A
, y A

0 , уn
0 } [2], где 
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Тогда L-распределение индуцирует на S-распределении линейную проективную 

связность Г, определяемую системой форм { 0

K
;

i

j
1

}. Слоевые формы 
i

j
1

 соот-

ветствующего пространства проективной связности Ðn

1

,  [3], следуя работе [4], 

зададим следующим образом: 
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где 
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Формы  0

1

K

i

j,  удовлетворяют структурным уравнениям Картана-Лаптева: 
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Компоненты тензора кривизны-кручения 
iPQ

j
1

  пространства Ðn

1

,  в уравне-
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Показано, аналогично [4], что линейная проективная связность , определен-

ная системой форм (3) есть связность, полученная путем проектирования   при 

помощи внутренне определенной оснащающей плоскости  

Сn-  -1(  n

i
)=[  , M MA n ] в смысле Картана, определенной объектом 

{n
i

n
A

n AL ó ó, , ,0 0 }. 

2.  Найдем условия, при которых оснащающая плоскость Картана 
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Сn-  -1(  n

i
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при любых смещениях центра А0 S-распределения не выходит из соответствую-

щей нормали 1-го рода N n- ( n

i
) плоскости L(A0). В силу уравнений инфините-

зимальных перемещений репера { A
J
}: dA A

J J
K

K
   и уравнений (2) диффе-

ренциалы точек M A  и M n  можно представить в виде:  

dM y y y y y L y A y óA AK
K

B A
B

n B n
B

A
n

A
n i

A A
i

n
i

A
n [ ( )( )] [        0

0
0 0

0
0 0 0

0 0 0
0 0

0          

              n
i

A
n

i
B

A A
B

n
B

A
n

n
B

A
n

B
n

A A
n

nA ó L ó L M ó M) ( )  ( ) 
0

0 0
0 0

0  , 

dM у у L у у у у Ln nK
K

B nK
B K

n
B

n
i

i
B

n B n
B

n
n

n
B

B
n [ ( ) ( )(       0

0
0

0
0

0
0 0 0

0               (7) 

                    n
i

i
n

nK
i K

n
i

n
B

B
i

n
i

n
n

n
j

j
n

n
B

B
n

i nK
A KA у у A L)] [ ( )] [0 0

0
0

0
0 0   

         ó ó M ó Mn
A

n
i

i
A

n
A

n
n

n
i

i
n

n
B

B
n

A n
n

n
n

n
i

i
n

n
A

A
n

n
0

0
0

0
0

0             ( )]  ( ) 
. . 

Из (7) непосредственно получаем условия неподвижности плоскости  Сn-  -1 

( 
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.                                 

Следуя работе [3], доказано, что при m-r  2 для (L)-распределения в Рn 

условия (9) являются следствиями соотношений (8). Если выполнены условия 

(8), то непосредственно убеждаемся, что 

a) оснащающая плоскость Картана Сn-  -1(n
i ) L-распределения неподвижна и 

является плоскостью Кенигса нормали n
i , т. к. 

у уA A n
0 0 0   , n n

A
A n

0 0 0    ; 

b) компоненты тензора кривизны-кручения 
1

iKL

j

 (6) обращаются в нуль, т.е. 

пространство Ðn

1

,  является плоским. Таким образом доказана 

Теорема 1. На оснащенном в смысле Нордена-Картана базисном L-

распределении данного S-распределения индуцируется первая линейная проек-

тивная связность 
1

, определенная путем проектирования. Слоевые формы 
1

i

j

 

соответствующего пространства проективной связности Ðn

1

,  имеют вид (3), 

а компоненты тензора кривизны-кручения 
1

iKL

j

 этого пространства определе-

ны формулами (6). При   2  при любом смещении центра А0 S-распределения 
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оснащающая плоскость С n-  -1(n
i ) в смысле Картана L-распределения не выхо-

дит из нормали 1-го рода n
i  тогда и только тогда, когда она неподвижна. При 

этом плоскость Сn-  -1(n
i
) является плоскостью Кенигса нормали n

i , а про-

странство Ðn

1

,  является плоским. 

 

§2. Двойственные проективные связности, ассоциированные  

с L-распределением 

 

1. Другую линейную связность проективного типа на оснащенном в смысле 

Нордена-Картана L-распределении можно задать согласно [3] системой форм 
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Для S-распределения с полем симметрического тензора L ij
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В формулах (11) в качестве тензора 
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Формы 
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 (9) с охватами (11), (12) обозначим 
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


 







                     (15) 

       

     

3

0

1

0

3

0

0 1

0

0 3 1 1

0

1

0

3 0 1 0 1

0

1

0

i i

i

k

i

k

n
k

ij
n

j

iA
k

A

i i n
k

ij
n

k ij
n

n

j

iA
k

k kj
n

n
j

A

d D

d d D

    

    









, , ,

( ) ( ) ,



   





 



                    (16) 

где   
1

0 0 0 A A
n
A nL  .  

Преобразование форм связности по законам (15), (16) обозначим соответ-

ственно через J2, J3. Доказано аналогично [3], что J3= J3
1  и J2= J2

1 D iA
k =0. 

Теорема 2. Оснащенное в смысле Нордена-Картана регулярное базисное L-

распределение данного S-распределения в Рn, кроме первой линейной связности 

проективного типа 
1

 (3) в случае симметрии основного тензора L i j
n  индуциру-

ет еще две линейные связности 
2

,
3

 проективного типа, определяемые соот-

ветственно системами форм (15), (16), при этом  

а) пространства проективной связности Pn

1

,  и Pn

3

,  являются всегда двой-

ственными; 

b) пространства Pn

1

,  и Pn

2

,  двойственны тогда и только тогда, когда 

iA
k

def

 H yAi
k

A i
k 0 0 .                                        (17) 

В этом случае все три пространства Pn

1

, ; Pn

2

, ; Pn

3

,  попарно двойственны 

между собой. 

2. Пусть оснащенное в смысле Нордена-Картана L-распределение является 

голономным. В этом случае при смещении центра А0 S-распределения вдоль 

кривых L: 

           0 0 0
0

0
0

0
00


, , , ( )A i i i i iD        ,             (18)                      

принадлежащих L-распределению, имеем  0 0 0n A   и, следовательно, 

  
1

0 0 0 0
A

A
n
A nL   . Тогда из соотношений (15), (16) следует 

2


3

, т.е. 

связности пространств P
2

 ,  и P
3

 ,  совпадают. Отсюда, на основании теоремы 2 
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следует, что пространства P
2

 ,  и P
3

 ,  всегда двойственны. В силу геометриче-

ской интерпретации голономности L-распределения [1], приходим к предложе-

нию. 

Теорема  3. Оснащение в смысле Нордена-Картана 

a) регулярной  -мерной гиперполосы Нr(M), оснащенной полем касательных 

m-мерных плоскостей ( <m<n-1); 

b) регулярной  -мерной гиперполосы H  , оснащенной полем -плоскостей 

так, что в каждом центре А0:  А0  (А0)  (А0); 

 c)  -мерной полосы V m( )  порядка m, оснащенной полем касательных гипер-

плоскостей Н; 

d) вырожденной центрированной нераспадающейся m-мерной гиперполосы 

H m
  ранга   индуцирует два пространства проективной связности P

1

 ,  и P
2

 , , 

ассоциированных с указанными многообразиями a)- d), причем эти простран-

ства двойственны относительно инволютивного преобразования J2 (15). 

Замечание. Для регулярных гиперполос пространства проективной связно-

сти Рn,n и проективного пространства Рn результаты, аналогичные теореме 3, по-

лучены А.В Столяровым [7]. 

3. Выясним геометрическую интерпретацию аналитического условия (17) 

двойственности пространств Pn

1

,  и Pn

2

, . При смещении центра А0 S-распре-

деления вдоль кривых L (18), принадлежащих базисному L-распределению, из 

(7) с учетом (1) получим 

dM A H y A M LA A Ai
k

A i
k i

k A
B

B
 ( )  (mod )       0

0
0 .              (19)                          

Из соотношений (19) в силу (17) следует  

Теорема 4. Для регулярного оснащенного в смысле Нордена-Картана L-

распределения пространства Pn

1

,  и Pn

2

,  двойственны тогда и только тогда, 

когда при смещении центра А0 S-распределения вдоль любой кривой L (18), при-

надлежащей его базисному L-распределению, смещение оси [ K A ] = 

=[ A AA A 0
0 ] плоскости Картана C An  1 0( ) принадлежит характеристи-

ке n A  1 0( )  оснащающего Н-распределения гиперплоскостных элементов. 

При этом ось [ K A ] совпадает с осью Кенигса. 

4. Найдем условия совпадения связностей 
1

, 
2

, 
3

. Из (15) непосредственно 

получаем инвариантные аналитические условия совпадения связностей 
1

 и 
2

 

пространств Pn

1

,  и Pn

2

, : 
 

 
1 2

0 0   ( ( ), ( )).iA
k

ijk
na d b                                          (20)   
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В силу теоремы 2 условие (20a) означает, что пространства Pn

1

,  и Pn

2

,  двой-

ственны. Для голономного Н(L)-распределения или взаимного Н(L)-

распределения с полем симметрического тензора в силу (16), (17) получим                                                

d Dijk
n

ijk
n . 

Условие (20b) означает, что соприкасающиеся гиперквадрики поля 

  ij
n i j

pq
n p q n

i
i n

p
n p

p
p n nx x S x x S x x x x x x S x x S x x      


 





2 2 2 2  

  n
n n nx x x x2 0                                                     (21) 

имеют соприкосновение 3-го порядка с L-распределением. Справедливы следу-

ющие утверждения: 

Теорема 5. 1) Для регулярного L-распределения с полем симметричного тен-

зора L i j
n , оснащенного в смысле Нордена-Картана, связности 

1

 и 
2

 про-

странств Pn

1

,  и Pn

2

,  совпадают тогда и только тогда, когда выполнены усло-

вия (20). 

2) Для голономного L-распределения или взаимного Н(L)-распределения с по-

лем симметричного тензора L i j
n  связности 

1

 и 
2

 совпадают тогда и только 

тогда, когда пространства Pn

1

,  и Pn

2

,  двойственны и соприкасающиеся гипер-

квадрики поля (21) имеют соприкосновение 3-го порядка с L-распределением. 

Из (16) непосредственно вытекает 

Теорема 6. Связности 
1

 и 
3

 пространств Pn

1

,  и Pn

3

,  совпадают тогда и 

только тогда, когда 

D a d biA
n

ijk
n 0 0( ), ( ),                                   (22) 

что равносильно условиям 

d a d bijA
n

ijk
n 0 0( ), ( ).                                        (23) 

При этом ось [  M K ó AA A A  0
0 ] оснащения Картана L-распределения за-

дается функциями 

ó L LA ijA
n

n
ij

jA
n

n
j

AB
n

n
B0 1 2

 




 




  .                              (24) 

Действительно, условия (23a) получены из (22a) и (13), а охваты (24) функ-

ций ó A
0  находятся из (14) и (23a). 

5. Пусть для голономного L-распределения оснащающая плоскость C
n  1

 

Картана неподвижна. В этом случае согласно теореме 1 выполняются равенства 

(8), (9) и, кроме того, плоскость C
n  1

 является плоскостью Кенигса нормали 
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{ n
i }, а пространство Pn

1

,  является плоским, т.е. 
1

0iPQ

j

 . Из (12) и (8) получим 

 
iA

k

iA

k  0 . Учитывая (16), убеждаемся, что компоненты тензоров кручения 

{
2

0PQ

k

} и {
1

0PQ

k

} пространств Pn

2

,  и Pn

1

,  связаны такими соотношениями: 

     

     

2

0

1

0

2

0

1

0

2

0

1

0

2

0

1

0

2

0

1

0

ij

k

ij

k

ij
k

AB

k

AB

k

iA

k

iA

k

iA
k

An

k

An

k

A
k

n in

k

in

k

i
k

n in
k

    

    

 

  

[ ] , [ ]

[ ] [ ] [ ]

, ,

, .





                          (25) 

Из соотношений (25) в силу (11), (12),  
iA

k

iA

k  0 , 
1

0iPQ

j

  получим 


2

0 0PQ

k

 , т.е. пространство Pn

2

,  имеет нулевое кручение и является двойствен-

ным пространству Pn

1

, . 

Следовательно, имеет место 

Теорема 7. Оснащение голономного L-распределения в смысле Нордена-

Картана с неподвижной плоскостью C
n  1

 (  2 ) индуцирует пространство 

Pn

2

,  с нулевым кручением, двойственное пространству Pn

1

, . 
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DUAL PROJECTIVE CONNECTIONS  
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OF THE S-DISTRIBUTION 

 

Three projective connections of the base distribution of S-distribution in the pro-

jective space are constructed . Scopes of curvature-torsion  tensors for there connection 

are obtained. Three connections coinsidence conditions and conditions of  duality of 

projective connection  corresponding space are found. It is shown, that equipment of 

holonomic L-distribution in Norden-Cartan sense unduces second projective connec-

tion with zero torsion space dual to the first one. 

 

 




