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2
i

i2 fdx ( X ,Y ,Z )        )Y,X()Z,X()Z,Y( ZYX

222
  

  )X],Z,Y([)Y],Z,X([)Z],Y,X([
222
  

 
)Z,Y,Xalt(

)Y,X()Z(df
iii


 







 
2

2  . Чтд. 
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Во всей работе придерживаемся следующей схемы ин-
дексов и обозначений: 

1) ;,1,, nKJI   ;,1,,, mskji   ;,1,, pmcba  ),,(  a  

;1,1,,  np  ;1,1,,  nm  nKJI ,0,,  ; 

2) символом  обозначим дифференцирование по вто-

ричным параметрам, а значение форм J
K

  при фиксирован-

ных главных параметрах обозначим через J
K

 . В этом слу-

чае оператор  обозначается  . 

 
§1. Задание регулярной гиперполосы рНm 

проективного пространства Pn 
 

В n-мерном проективном пространстве Pn рассмотрим под-
вижной точечный репер }{ JA , состоящий из (n+1) аналитических 

точек JA , и двойственный ему тангенциальный репер }{ K , со-

стоящий из гиперплоскостей K , порождаемых точками JA . 

Для элементов двойственных реперов }{ JA  и }{ K  име-

ют место соотношения: 

 K
J

K
JA  ),( , 

где K
J

  — символ Кронекера. 

Уравнения инфинитезимальных перемещений точечного 
и тангенциального реперов пространства Рn запишем таким 
образом: 

 K
K
JJ AdA  , JK

J
Kd   , 

где 

  
J

J
J

K
L

L
J

K
J

d .0,   
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Рассмотрим регулярную m-мерную гиперполосу [1] 

nm PH  , оснащенную -плоскостями размерности р, где 

m<p<n-1, которые содержат касательные плоскости к базисной 
поверхности. Такие гиперполосы обозначим m

pH . Полагаем 

0AA  , n  , помещаем точки }{ A  репера R0 в характерис-

тику )( 01 AX mn  . Точки }{ iA  и }{ aA  репера R0 находятся в плос-

кости П(А0), точки }{ aA  и }{ A  в совокупности дают точки }{ A , 

то есть 0 0 i a( A ) [ A , A , A ],    ],,[)( 001 AAAAX amn  . Выбран-

ный таким образом репер R является репером R1 1-го порядка. 
Уравнения движения репера R1 при фиксации точки А0 

запишем в виде: 

 0
0
00 AA   , j

j
iii AAA   0

0 , b
b
aaa AAA   0

0 ,  

 a
a AAAA 


   0

0 , 

 n
n
nna

a
ni

i
nnn AAAAAA  

  0
0 . 

Отсюда следует, что  

00 i , 0a
i , 0i

a , 0i , 0a , 0n
i , 0i

   (1.1) 

— уравнения группы стационарности образующего элемента 
гиперполосы m

pH . 

Известно [3], что для регулярной гиперполосы выпол-
няются условия: 

 00
n , 0n

a , 0n
 , 00

a , 00
 .  (1.2) 

Кроме того, из уравнений (1.1) вытекает, что формы 

 i
0 , a

i ,  i , n
i , i

a ,  a , i
   (1.3) 

являются главными формами гиперполосы nm
p PH  . При-

мем формы ii  0  за базисные и запишем разложение ос-

тальных главных форм по этим базисным: 
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 ja
ij

a
i   , n

j
ij
a

ji
aj

i
a   , j

iji    , 

   n
j

j
a

j
aja    , jn

ij
n
i   , n

j
ijji

j
i    .  (1.4) 

Дифференцируя (1.4) внешним образом, получаем: 

 ka
ijk

a
n

n
ij

a
ij

a
ij

a
ij  

  0
0 , kn

ijk
n
ij

n
ij   0

0 ,  

k
ijkn

n
ijijij    0

0 , ki
ajka

i
j

i
aj

i
aj   00

0 , (1.5) 

 k
ajkajaj    0

0 , ki
jk

i
j

i
j

i
j    00

0 . 

Геометрические объекты a n
2 ij ij ij{ , , ,    i

aj aj, ,  i
j } , 

a n i i
3 2 ijk ijk ijk ajk ajk jk{ , , , , , , } 

         являются фундаменталь-

ными объектами соответственно второго и третьего порядка 

гиперполосы m
p H . 

Уравнения (1.2), (1.4), (1.5) задают регулярную гиперполосу 

m
pH  в репере первого порядка R1 проективного пространства Рn. 

 
§2. Теорема существования гиперполосы рНm 

 
Замыкание системы (1.4) запишем в виде: 

 0 ja
ij  , 0 ji

aj  , 0 j
ij   

 0 j
aj  , 0 jn

ij  , 0 ji
j  .  (2.1) 

Исследуем систему (2.1). Количество линейно независи-
мых функций, входящих в эту систему, равно 

 .))(1()]1(2[
2

)1( mmppnmnnmmq   

Следуя работе [2], определим характеры системы (2.1): 

 )1)((])1(2[1  pnmpnmnmS , 

 )1)((])1(2[)1(2  pnmpnmnmS , 
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 )1)((])1(2[)2(3  pnmpnmnmS , 

 ………………………………… 
 )1)((])1(2[1  pnmpnmnSm . 

При этом 1 2 m

m( m 1)
q S S ... S [ n 2( n m 1)]

2


          

(n p 1)( p m)m.     Подсчитаем число Картана системы (2.1): 

1 2 3 mQ S 2S 3S ... mS

( p m)( n p 1)m( m 1) [ 2( n m 1) n]m( m 1)( m 2 )
.

2 6

     
        

 
 

Разрешим систему (2.1) по лемме Картана: 

 ka
ijk

a
ij  , ki

ajk
i
aj  , k

ijkij   , 

 k
ajkaj   , kn

ijk
n
ij  , ki

jk
i

j   .  (2.2) 

Найдем число линейно независимых функций, стоящих в пра-
вых частях системы (2.2). Их число будет равно: 

.
6

)2)(1(])1(2[
2

)1()1)((  mmmnmnmmpnmpN  

Следовательно, Q = N. Данная система находится в инволю-
ции. Решение этой системы существует, и произвол ее опреде-

ляется характером mS . Итак, имеет место 

Теорема 1. В n-мерном проективном пространстве Pn 
регулярная гиперполоса рНm существует с произволом 
(3n2m2)+(pm)(np1) функций m аргументов. 

 
§3. Двойственный образ регулярной гиперполосы pHm 
 

Уравнения 

 

n n n n n j
a 0 0 i ij

i i j j i i j
a aj i ij j

j a a j a a j
a aj j i ij

0,  0,  0,  0, ,

,    ,  ,

 , , 




 
 

 
 

     

        

       

     
   


  

  (3.1) 
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представляют собой дифференциальные уравнения без соот-

ветствующих замыканий регулярной гиперполосы m
pH  в ре-

пере первого порядка }{ JA : 

 ).(),(),(, 020100 AXAAXAATAAA pnmnami     

Продолжая уравнения системы (3.1), имеем: 

 jn
ikj

n
ik

n
ik   0

0 ,  (3.2) 

 ja
ikj

a
n

n
ik

a
ik

a
ik   0

0 , 

 j
ikjn

n
ikikik    0

0 ,  (3.3) 

 ki
ajka

i
j

i
aj

i
aj   00

0 , 

 ki
jk

i
j

i
j

i
j    00

0 ,  

 k
ajkajaj    0

0 , ka
jk

a
j

a
j    0

0 . 

В силу регулярности )0|(| n
ij  гиперполосы Hm можно ввести 

в рассмотрение обращенный симметричный тензор ik
n  и от-

носительный инвариант 0||  n
ij

def
 первого порядка. Их 

уравнения в силу (3.1) запишутся в виде: 

 i
j

n
kj

ik
n  , kn

slk
lj
n

is
n

ij
n

ij
n   0

0 ,  (3.4) 

 k
k

n
n

i
i md   )(2ln 0

0 , n
ijk

ji
nk  .  (3.5) 

Следуя работе [4], построим невырожденный тензор 

)0||(  nn bBb   и, вообще говоря, несимметрический 

 n

n
abn

b
b

b


    0
0  

 , 

компоненты которого удовлетворяют условиям: 
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 ,
 n
n bb  ,a

b
n
cb

ac
n bb   ,

 n
n bb  

 ,0
0

kn
k

nn bbb    ,0
0

kn
abk

n
ab

n
ab bbb     (3.6) 

  ,kn
k

n
n

nn bbb     

 ,0
0

k
nknn bbb    ,0

0
kab

nk
ab
n

ab
n bbb    

 .0
0

k
nknn bbb      (3.7) 

Дифференцируя определитель 0 nbE  , получим 

  k
k

n
n EmnEd  

  2))(1(ln 0
0 , n

knk bbE 
 .  (3.8) 

Согласно уравнениям (3.5)—(3.8), ненулевой относительный 

инвариант EH
def

  удовлетворяет дифференциальному 
уравнению 

 k
k

n
n HnHd   ))(1(ln 0

0 , kkk EH  .  (3.9) 

Продолжая уравнение (3.9), находим: 

 s
ks

s
n

n
skkkk HnHH 0

00
0 ))(1(   .  (3.10) 

Следуя работе [4], утверждаем, что с регулярной гиперполо-
сой Нm ассоциируются два проективных пространства )( mn VP  и 

)( mn VP , двойственные между собой относительно инволютив-

ного преобразования K
J

K
J

J  :  структурных форм Пфаф-

фа по закону: 

000  aa  , 000    , 000  nn  , 0 nn
  , 

ii
00   , k

kH 0
0
0

0
0

~
  , k

k
n
n

n
n H 0

~
  , nn

00   , 

00
nn   , 0

k
ik
n

i
n   , k

n
n
kii  0 , kn

ki
n

i 0  , 

s
s

j
i

n
kis

jk
n

j
i

j
i H 0)

~
(   , k

b
ab
n

n
ki

a
i b   ,  (3.11) 

k
n

n
kii b 

   , b
n

n
baa b 

   , 0
b

ab
n

a
n b   , 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 124 

0


  nn b , b
n

n
baa b  0 , 

  n
nb0 , 

b
k

ik
n

n
ba

i
a b   , 

  k
ik
n

ni b  , 
  b

ab
n

na b  ,| 

k
k

b
a

n
cak

bc
n

b
a

b
a Hbb 0)

~
(   , k

k
n

kn Hbb 0)
~

(  






  , 

где 
1

~


n
H

H k
k . 

Из соотношений (3.1, 3.11) имеем: 

 ,00
0  nn

a
n
oa 

   jn
ij

n
i 0  ,  

 j
aja 0   , ja

ij
a

i 0  , j
iji 0   ,  (3.12) 

 ji
aj

i
a 0  , ji

j
i

0   , ja
j

a
0   , 

где 

 
.   ,

,   , a
ij

b
kj

ik
n

n
ba

i
aj

k
jn

n
kiij

k
bj

ab
n

n
ki

n
ij

n
ij

bb

b






   (3.13) 

Дифференциальные уравнения (3.3, 3.6) с использованием со-
отношений (3.11, 3.13) можно переписать в виде: 
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ijd 0

0
0 )(   , 
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n
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0
0 )(   , 
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0 )(  




  , 

где 
n
sjk

ts
n

n
ti

n
ijk  , n

dbk
cd
n

n
ca

n
abk bbbb  , n

kn
nn

k bbbb 


  .  (3.14) 

Из соотношений (3.5, 3.8, 3.9, 3.13, 3.14) имеем: 

 k
n
ijk

ij
nk  , k

n
knk EbbE  

 , kkkk HEH  . 

Формы Пфаффа K
I

  служат формами инфинитезимального 

перемещения тангенциального репера {
I
 }: 
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 (3.15) 

Таким образом, справедлива 
Теорема 2. С регулярной гиперполосой pHmPn ассоцииру-

ются два двойственных между собой проективных про-
странства Рn(Vm) и n mP(V ) (относительно инволютивного 
преобразования структурных форм по закону (3.11)) и двой-
ственный образ n

pH , определяемый уравнениями (3.12) (отно-

сительно тангенциального репера (3.15)). 
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REGULAR HYPESTRIPS m
pH  OF PROJECTIVE SPACE 

 

A hiperstrip m
pH  in the projective space is given and existence 

theorem is proved. Dual image for the hiperstrip m
pH  is constructed. 




