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НУЛИ ПСЕВДОКИЛЛИНГОВА  
ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 

 

В монографии [1] и статье [2] были доказаны «тео-
ремы исчезновения» для псевдокиллинговых векторных 
полей на компактном ориентированном римановом мно-
гообразии с несимметрической метрической связностью. 
Доказываемые в статье теоремы, могут служить обобще-
нием этих результатов на некомпактный случай. 

 

§1. Функция длины псевдокиллингова 
векторного поля 

 

1.2. Многообразием Эйнштейна — Картана называется 

(см. [3]) триплет  ,, gM , где М — гладкое класса 
C  мно-

гообразие размерности 2n , g  — риманова метрика и   — 

несимметрическая метрическая связность, т. е. линейная связ-

ность с ненулевым тензором кручения  TMMCS   2
 

такая, что 0g . 

Тензор кривизны R  несимметричной метрической связности 

  обладает следующими свойствами симметрии (см. [1, с. 79]): 

       VZXYRVZYXRVZXYRVZYXR ,,,,,,,,,,,,,  , 

а потому R  является сечением тензорного расслоения 

MM 22  , и при этом он не удовлетворяет известным то-

ждествам Бианки, которым подчиняется тензор кривизны R  

связности Леви-Чивита   метрики g. Тензор Риччи r  связно-



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 48 

сти   в отличие от тензора Риччи r  связности Леви-Чивита 

  метрики g не симметричен. 

Определим секционную кривизну K  многообразия Римана — 

Картана  ,, gM  в направлении 2-мерного подпространства   

касательного пространства многообразия точке Mx 0  посред-

ством следующего равенства    000000 ,,, YXYXRYXK   

для ортонормированного базиса  00,YX  подпространства  . 

Кривизну Риччи 
____

Ric определим равенством  0

____

XRic  

 00 X,Xr . 

1.2. Векторное поле   на многообразии Римана — Картана 

 ,, gM  называется (см. [1, с. 86]) псевдокиллинговым, если 

поле подчиняется следующему уравнению 

     0,,  XgYg YX    (1.1) 

для произвольных векторных полей TMCYX , , которое 

означает, что в каждой точке х M  оператор   является ко-

сосимметричным относительно скалярного произведения 

,xg  касательного пространства MTx . 

Введем функцию RMf :  длины векторного поля 

ТМС равенством    xxgxf  ,2: 1  для произвольной 

точки х M . Справедлива 

Лемма. Пусть   псевдокиллинговое векторное поле на 

многообразии Римана — Картана  ,, gM . Тогда функция 

длины   ,2 1gf   векторного поля   удовлетворяет диф-

ференциальным уравнениям: 

        XXgXXf ,2, 12
 

      XXSgXXR  ,,,,, ;  (1.2) 
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      ,, rgf   



n

i

i iVVSg
1

,,2    (1.3) 

для любых векторного поля Х и локального ортонормирован-

ного базиса nVVV ,...,, 21  векторных полей на  ,, gM . 

Доказательство. В локальных координатах 
nxx ...,,1

 

карты  ,U  имеем 
k

k
ki

ikgf  11 22    и далее 

       kji
k

kj
k

ikj
k

iji f   

       kj
k

ijki
k

kj
k

i   

 jik
kl

j
k

ikl
lk

ikjl SR   2 .  (1.4) 

Из (1.4) с очевидностью следует равенство (1.2). Также из (1.4) 

находим выражение для лапласиана fgf ji
ij  . 

1.3. В заключение параграфа заметим, что для произволь-

ной дважды дифференцируемой функции RMf :  в ло-

кальной системе координат 
nx...,,x,x 21
 карты  ,U  имеем 

k
ijkjijijj

x

f

xx

f
f

x

f
f 
















2

;  для коэффициентов 

k
ij  связности  . А потому в критической точке Mx 0  

функции f  выполняются равенства: 

 
ji

ij

jijij
xx

f
gf

xx

f
ff











22

;;0 . 

 

§2. Нули псевдокиллингова векторного поля 

 

2.1. Рассмотрим псевдокиллиноговое векторное поле на 

многообразии Римана — Картана  ,, gM  четной размерно-

сти. Справедлива 
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Теорема 1. Пусть  ,, gM  — многообразие Римана — 

Картана четной размерности. Если функция длины 

  ,2 1gf   псевдокиллингова векторного поля   имеет 

локальный максимум (минимум) в некоторой точке многооб-

разия и секционная кривизна K в этой точке строго отрица-

тельная (положительная), то поле   обращается в нуль в 

этой точке. 

Доказательство. Пусть Мх 0  — критическая точка 

функции   ,2 1gf   длины псевдокиллингова векторного 

поля  , тогда для каждого векторного поля Y в этой точке 

имеем      YggfY Y ,,0   , что является след-

ствием кососимметричности оператора  . Последнее озна-

чает, что в точке Мх 0  вектор 0  принадлежит ядру опера-

тора  . Поскольку ранг оператора   четный, то в каса-

тельном пространстве в точке Мх 0  наряду с вектором 0  

существует еще один неколлинеарный 0  вектор Х0, который 

также принадлежит ядру этого оператора, т. е. 0
0

 
X

. Этот 

вектор без ограничения общности можно считать ортогональ-

ным 0 . 

Если Мх 0  является точкой максимума функции 

  ,2 1gf  , то из формулы (1.2) выводим 

      000000 ,,,,Hess0  XXRXXf  

      00000 ,  XKXXgxf . 

Если секционная кривизна положительная, то из последнего 

неравенства последует, что   00 xf . Вторая часть теоремы 

доказывается аналогично. 
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Замечание. Если   ,2 1gf   имеет в точке Мх 0  ло-

кальный максимум, то    xfxf  00  в некоторой окре-

стности этой точки. Поэтому   будет обращаться в нуль не 

только в точке Мх 0 , но и в этой ее окрестности. 

Следствие. Если  ,, gM  — компактное многообразие 

Римана — Картана четной размерности со строго положи-

тельной (отрицательной) секционной кривизной, то каждое 

псевдокиллинговое векторное поле имеет нулевую точку на М. 

Теорема 2. Пусть  ,, gM  — многообразие Римана — 

Картана с полусимметрической метрической связностью  . 

Если функция длины   ,2 1gf   псевдокиллингова вектор-

ного поля   имеет локальный максимум в некоторой точке 

многообразия, где квадратичная форма  XXRic ,
__

 отрица-

тельно определена, то поле   обращается в нуль в этой точ-

ке и некоторой ее окрестности. 

Доказательство. Для полусимметрической связности   (см. 

[5, с. 85]) тензор кручения  ijkjikijk SgSgS
n


1
1

, а в резуль-

тате    SfgRicf
n

trace,,
1

2__
2




 . Пусть те-

перь функция длины   ,2 1gf   псевдокиллингова век-

торного поля   имеет локальный максимум в точке 0х  мно-

гообразия  ,, gM , тогда в этой точке 0 f  и 0 f . С 

другой стороны, в силу предположения об отрицательной оп-

ределенности квадратичной формы  XXRic ,
__

 из полученной 

для f  формулы следует, что    00  xf , если 00  . 

Поэтому поле   должно обратиться в нуль в точке 0х . Более 
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того, поскольку   ,2 1gf   имеет в точке Мх 0  локаль-

ный максимум, то   будет обращаться в нуль не только в этой 

точке, но и некоторой ее окрестности. 

Следствие. Пусть  ,, gM  — многообразие Римана — 

Картана с антисимметричным тензором кручения S . Если 

функция длины   ,2 1gf   псевдокиллингова векторного 

поля   имеет локальный максимум в точке многообразия, где 

квадратичная форма  XXRic ,
__

 отрицательно определена, 

то поле   обращается в нуль на всем многообразии. 

Доказательство. В предположениях следствия на основе 

теоремы 2 заключаем, что   будет обращается в нуль в точке 

максимума функции   ,2 1gf   и некоторой ее окрестно-

сти. Пусть далее тензор кручения S  является антисимметрич-

ным (см. [5, с. 86]), т. е. подчиняется условию 

      0,,,,  YZХSgZYXSg  для любых векторных полей 

TMCZYX ,, . Вследствие этого 

 0 =        XgYgXgYg YXYX ,,,,   , 

а потому псевдокиллинговое векторное поле   является кил-

линговым векторным полем или, что то же самое, инфинитези-

мальной изометрией риманова многообразия  gM , . В этом 

случае утверждение об обращении в нуль   на всем многооб-

разии М будет следствием теoремы 4.1 монографии [4, с. 80]). 
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ZEROS OF PSEUDO-KILLING VECTOR FIELD 
 

Let X be a pseudo-Killing vector field in a metric manifold with torsion 

 ,g,M  (see Yano K., Bochner S. Curvature and Betti numbers — Prince-

ton, New Jersey: Princeton university Press, 1953). If 0x  is a local maximum 

of )X,X(gf
2

1
  and the Ricci tensor of  ,g,M  at 0x  is negative de-

fine, then there exists necessarily a neighborhood of this point on which X van-

ishes. If (in addition) the torsion tensor S  of   has the following property 

      0 Y,Z,VSgZ,Y,VSg  then X vanishes identically on  ,g,M . 
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ПОВЕРХНОСТИ 
С ПОСТОЯННОЙ ГАЛИЛЕЕВОЙ СВЯЗНОСТЬЮ 

 

Установлено, что всякая постоянная галилеева связ-
ность является нулевой. Изометричные поверхности 3-
мерного пространства-времени Галилея, имеющие посто-
янные коэффициенты квадратичных форм, есть галилеевы 
плоскости, круговые цилиндры и прямые геликоиды. 

 

Рассматриваются регулярные класса 3C  поверхности в 3-мер-

ном пространстве-времени Галилея 3  в естественной па-
раметризации 




