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In the work the geometry of a flat nets given in a conformal space is 

investigated; also the interior geometry of the orthogonal Chebyishevs 

and geodesic nets and n-conjugated systems is studied in detail. 
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О ВЫРОЖДЕННЫХ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПЕРЕНЕСЕНИЯХ  

В СВЯЗНОСТЯХ, ИНДУЦИРОВАННЫХ ОСНАЩЕНИЕМ 

БОРТОЛОТТИ СЕМЕЙСТВА ПЛОСКОСТЕЙ 

 
Рассмотрено оснащение Бортолотти семейства 

плоскостей в проективном пространстве. Приведены 

три типа групповой связности, индуцированной этим 

оснащением. Описаны параллельные перенесения в 

связностях трех типов, которые оказались свободно и 

связанно вырожденными. 

 

В проективном пространстве Pn исследуется r-мерное се-

мейство Br (1r<(m+1)(n-m)) m-мерных плоскостей Lm (1m<n) 

[1]. Произведена специализация подвижного репера {A, Aa, 

A}, при которой вершины A, Aa помещены на плоскость Lm, 

причем индексы принимают значения: ;,1,, mcba   
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,nmα,β,γ 1 . Система уравнений семейства Br в параметри-

ческой форме имеет вид: 

 .θΛ,   ωθΛω iα
ai

α
a

iα
i

α    (1) 

Базисные формы i , заданные в некоторой области r-мер-

ного пространства параметров Sr, удовлетворяют структур-
ным уравнениям 

  .r,nni,j,k   θθDθ i
j

ji  1   (2) 

С семейством Br ассоциируется главное расслоение G(Br). 
Базой главного расслоения G(Br) служит семейство Br, а типовым 
слоем – подгруппа стационарности G (dim G=n2-nm+m2+n+m) 
плоскости Lm. Расслоение G(Br) содержит подрасслоение проек-
тивных реперов с той же базой, типовым слоем которого является 
проективная факторгруппа GP(m), действующая на плоскости Lm. 
Групповая связность в главном расслоении G(Br) задана объектом 

связности  αi
a
αi

α
βi

a
i

a
biai ,Γ,Γ,Γ,Γ,ΓΓΓ  , причем формы связно-

сти имеют вид: 

,θΓωω, θΓωω, θΓωω i
aiaa

ia
bi

a
b

a
b

i
aiaa  ~~~    

.θΓωω, θΓωω, θΓωω i
αiαα

ia
αi

a
α

a
α

iα
βi

α
β

α
β  ~~~    

Произведено оснащение Бортолотти конгруэнции плоско-
стей [1]. Оснащающая плоскость Pn-m-1 определена совокупно-

стью точек B=A+ .AAa
a

    Ковариантные дифференци-

алы α
a
α λ,λ   компонент оснащающего квазитензора 

}λ,{λλ α
a
α  имеют вид: 

 

αa
a
α

β
αβαα

a
α

a
α

a
b

b
α

β
α

a
β

a
α

a
α

ωωλωλdλλ

,ωωλωλωλdλλ

~~~

~~~~




.  (4) 

Ранее [1] было доказано, что оснащение Бортолотти кон-
груэнции плоскостей индуцирует два типа групповой связно-

сти с объектами 
1

Γ  и 
2

Γ  в ассоциированном расслоении G(Br). 

(3) 
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В первом случае компоненты объекта связности 










1100001

αi
a
αi

α
βiai

a
bi

a
i Γ,Γ,Γ,Γ,Γ,ΓΓ  охватываются посредством 

оснащающего квазитензора }λ,{λλ α
a
α  и фундаментального 

объекта первого порядка  αai
α
i ,ΛΛΛ   семейства Br по формулам 

[2]: 
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 ,ΜλΓ, ΜλΓ β
αi

a
β

a
αi

β
αiβαi 

11

 
β
iα

β
ai

a
α

β
αi ΛλΛλΜ  . (6) 

Во втором случае компоненты объекта связности 


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
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



2200002

αi
a
αi

α
βiai

a
bi

a
i Γ,Γ,Γ,Γ,Γ,ΓΓ  охватываются с помощью 

компонент оснащающего квазитензора  и их пфаффовых 
производных по формулам (5) и следующим [1]:  

 .ΓλΓλλΓ, ΓλΓλΓλλΓ ai
a
α

β
αiβαiαi

a
iα

a
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b
α
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β
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0020002

  (7) 

Третий тип связности с объектом 




 ,Γ,Γ,Γ,ΓΓ α
βiai

a
bi

a
i

00003

 



33

αi
a
αi Γ,Γ  может быть получен путем охвата компонент 

a
i  и 

i  только с использованием пфаффовых производных ком-

понент оснащающего квазитензора. А именно: функции 
a
i  и 

i  охватываются следующим образом:  

 ,λΓ a
αi

a
αi 

3

 αiαi λΓ 
3

.  (8) 
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Замечание 1. Связность 1-го типа является средним 

арифметическим связностей 2-го и 3-го типов: )
2

1 321

ΓΓ(Γ  . 

Опишем параллельные перенесения оснащающей плоско-

сти Pn-m-1 в связностях трех типов. Рассмотрим дифференциалы 

точек B, задающих плоскость Pn-m-1, 
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Подставим выражения d
a
  и d   через ковариантные диф-

ференциалы 
a
  и   из формул (4) и формы связности (3), 

в результате получим 
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Из этого выражения следует, что при 
a
 =0 и  =0 специ-

альных смещений плоскости Рn-m-1 не выделяется. Значит, 

произвольное смещение плоскости Рn-m-1 будет одновременно 

являться ее параллельным перенесением, т. е. параллельное 

перенесение – свободно вырожденно [3]. При этом исключа-

ется случай обращения в нуль выражений при базисных фор-

мах i , т. е. когда 

 ).(),( 









  ii

aa
i

a
ib

ba
iiiai

a
i MГГГГMГГГ    

Подставив в эти выражения формулы (5) охвата компонент 

объекта связности 1-го типа, получим выражения 




  i

aa
iii MГMГ  , , соответствующие формулам (6) 

того же типа связности. Таким образом, справедлива 

Теорема 1. В групповой связности Г, не являющейся связ-

ностью 1-го типа, параллельное перенесение оснащающей 

плоскости Pn-m-1 будет свободно вырожденным. 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 140 

Исследуем параллельное перенесение  оснащающей плос-

кости в связности 1-го типа. Записывая дифференциалы точек 

B с помощью объекта связности 
1

Г , компоненты которого 

удовлетворяют формулам (5, 6), получим 

 .(...)
11

AABdB a
a



     

Номер над символом оператора ковариантного дифферен-
цирования обозначает действие этого оператора в связности 
соответствующего типа. Обращая ковариантные дифферен-
циалы в нуль, получим, что оснащающая плоскость будет не-
подвижной. Таким образом, справедлива 

Теорема 2. В групповой связности 1-го типа параллельное 
перенесение оснащающей плоскости Pn-m-1 будет связанно 
вырожденным. 

Аналогично находим дифференциалы точек B с помощью 

объекта связности 
2

Г , компоненты которого удовлетворяют 
формулам (5, 7): 

 .))(())(((...)
22

a
i

i
aa

i
ai

ii AMAMBdB  






   

Из этого выражения с учетом формул [1], задающих спе-
циальное оснащение Бортолотти, вытекает 

Теорема 3. При специальном оснащении параллельное пе-
ренесение оснащающей плоскости Pn-m-1 в связности 2-го типа 
будет таким же, как в связности 1-го типа, т. е. связанно 
вырожденным. 

Теорема 4. При неспециальном оснащении параллельное 
перенесение оснащающей плоскости Pn-m-1 в связности 2-го 
типа будет свободно вырожденным. 

Теорема 5. В связности 3-го типа параллельное перенесе-
ние оснащающей плоскости Pn-m-1 свободно вырожденно. 

Действительно, дифференциалы точек B в этой связности 
имеют вид:  

 .)()((...)
33

AABdB i
ia

ia
i

a  

   
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ТЕНЗОР КРИВИЗНЫ 

НА НОРМАЛЬНО ЦЕНТРИРОВАННОЙ 

ТАНГЕНЦИАЛЬНО ВЫРОЖДЕННОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

 

В N-мерном проективном пространстве NP  рас-

смотрена нормально центрированная тангенциально 

вырожденная поверхность 
*

m,nS , т. е. тангенциально 




