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1. Структурные уравнения расслоения )L(X m  касательных 

линейных реперов на гладком многообразии mX  имеют вид 

 i
j

jid   , i
jk

ki
k

k
j

i
jd   , (1) 

где 0i
]jk[  (mod i ); m,,...k,j,i 1 . Продолжая уравнения 

(12), получим 

 i
jkl

ll
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
kjd   . (2) 

Выражение для дифференциала точки )L(XA m  запишем 
в виде 

 j
i

i
ji

i eedA   , (3) 

где j
ii e,e  — векторы подвижного репера 1-го порядка, на ко-

торые натянуто касательное пространство ][ j
iimm e,eT 2   к 

расслоению )L(X m  в точке A . 
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Вполне интегрируемая система уравнений 0i  фикси-
рует точку многообразия mX  и, следовательно, слой расслое-
ния )L(X m . Таким образом, касательное пространство 2mmT   

содержит вертикальное пространство ][ j
im eT 2  , касательное 

к слою в точке A . 
Продифференцируем уравнения (3) внешним образом: 

 0 i
k

k
j

j
i

ij
ij

i
j

j
i

ik
ji

j
ki eede)eed(  . (4) 

Сгруппируем слагаемые в (4), например, следующим образом: 
в слагаемом, подчеркнутом одной чертой, вынесем за скобку 
формы i , а в слагаемом, подчеркнутом двумя чертами, выне-

сем за скобку формы i
j  (предварительно сделав замену ин-

дексов kj  ). Итак, в данном случае имеем 

 0 i
j

j
k

k
i

j
i

ik
ji

j
k

j
iji )ede()eeed(  . (4) 

Разрешая уравнения (4) по лемме Картана, получим 

 
j

k
k

ij
j

ij
k
ji

j
k

j
iji eeeeed  

, (5) 

 
k
l

jl
ik

kj
ik

j
k

k
i

j
i eeede   , 

причем новые векторы  

 ijij ee  , k
ji

k
ij ee  , lj

ki
jl

ik ee   (6) 

симметричны и удовлетворяют сравнениям по модулю базис-

ных форм i
j

i ,  расслоения )L(X m : 

 k
lij

l
k

k
li

l
kj

k
ijk

l
kj

k
liij eeeeed   ,  

 l
ji

k
l

s
li

lk
sj

k
ij eeed   ,  0jl

ikde .  

Замечание. Если в выражении (4) в слагаемом, подчеркну-

том одной чертой, вынесем за скобку формы i
j , то все ре-

зультаты данной статьи сохранятся. 

(7) 
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Замечание. Если в выражении (4) в слагаемом, подчеркну-

том двумя чертами, вынесем за скобку формы i
j  (предвари-

тельно сделав замену индексов ki  ), то получим 

 0 i
j

k
i

j
k

j
i

ik
ji

j
k

j
iji )ede()eeed(  . (4) 

Разрешаем уравнения (4) по лемме Картана: 

 k
l

jl
ik

kj
ik

k
i

j
k

j
i eeede   . (52) 

Сравнивая уравнения (52) и (52), убеждаемся в возможно-
сти равенств 

 j
k

k
ie  k

i
j

ke  , (8) 

дифференциальным следствием которых являются сравнения 

 j
lk

k
ie  k

il
j

ke  . 

Запишем уравнения (5) в виде сравнений 

 k
ji

j
ki eed  , 0j

ide . (9) 

Сравнения (92) означают инвариантность каждого из 2m  

векторов j
ie , т. е. вертикальное пространство 2mT  является  

линейной оболочкой 2m  одномерных подпространств, опре-

деляемых векторами j
ie . 

2. Аффинная связность в главном расслоении )L(X m  зада-
ется по Ю. Г. Лумисте с помощью форм 

 ki
jk

i
j

i
j

~   , (9) 

причем 

 lki
sl

s
jk

i
jk

i
jk

ki
k

k
j

i
j

~~~d   )( . (10) 

Из выражения (10) видно, что компоненты объекта аффин-

ной связности i
jk  удовлетворяют уравнениям 

 li
jkl

i
jk

i
jk   . (11) 
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Структурные уравнения форм связности имеют вид 

 lki
jkl

i
k

k
j

i
j R~~~d   , (12) 

где тензор кривизны i
jklR  выражается по формуле 

 i
sl]

s
j[k

i
j[kl]

i
jklR   . (13) 

3. Зададим геометрическую связность в касательном рас-
слоении ))T(L(X m  с помощью горизонтальных векторов [1;  2]: 

 i
jk

j
ikk LeeE  . (14) 

Дифференциалы векторов kE  имеют вид 

  )()( i
lk

l
ijkj

ji
jk

i
jk

j
i

i
kik LeedLeEdE    

 )(

l
si

s
l

j
k

l
ik

j
l

l
sk

sj
li

j
ki

i
j LeLeLee   . (15) 

Из выражения (15) можно записать уравнения на компо-

ненты i
jkL : 

 l
s

si
jkl

li
jkl

i
jk

i
jk LLdL   , (16) 

причем компоненты si
jkl

i
jkl L,L  удовлетворяют сравнениям по 

модулю форм i
j

i , : 

 0 i
jkl

p
sl

si
jkp

i
ljk LdL  ,  

 0 i
jl

s
k

i
lk

s
j

s
jk

i
l

si
jkldL  . 

Из уравнений (172) и (16) видно, что справедлив охват 

 i
jl

s
k

i
lk

s
j

s
jk

i
l

si
jkl LLLL   . (18) 

Подставляя равенства (18) в уравнения (16), получим 
уравнения вида (11), т. е. равенства (18) являются условиями 

совпадения компонент i
jkL  объекта геометрической связности 

(17) 
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в расслоении ))T(L(X m  (см., напр., [3]) и компонент i
jk  объ-

екта аффинной связности в расслоении )L(X m . 

Вывод. При выполнений равенств (18) геометрическая i
jkL  

и аффинная i
jk  связности совпадают. 

Выражение (15) с учетом уравнений (16) принимает вид 

 j
i

i
kj

i
ki

i
kik EEEdE   , (19) 

где 

 j
lki

l
j

j
lk

l
jikiki LeLeeE  ,  

 il
skj

s
l

l
sj

s
l

i
k

l
jk

i
l

l
sk

si
lj

i
kj

i
kj LeLeLeLeeE   , 

причем справедливы сравнения по модулю форм i
j

i , : 

 j
kij

j
li

l
kjki EEdE   , 0i

kjdE . (21) 

4. В пункте 3 для задания связности в касательном рас-
слоении ))T(L(X m  рассмотрен способ, основанный на по-
строении горизонтальных векторов (14). Модифицируем этот 
способ для задания связности в главном расслоении )L(X m . 
Для этого выражение (15) запишем в виде 

  )( i
jk

l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
jk

j
i

i
kik LLdLeEdE   

  )( i
lk

l
ijkj

j Lee )( l
sk

sj
li

j
ki

i
j Lee  , (22) 

а в уравнения (52) внесем формы связности ki
jk

i
j

i
j Lˆ   .  

Уравнения (52) примут вид 

 kj
ik

j
i ee  , 

где 

 k
l

jl
ik

j
k

k
i

j
i

j
i ˆeˆedee   , 

 j
lk

l
i

l
sk

js
il

j
ik

j
ik LeLeee  , 

(20) 

(23) 
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причем согласно уравнениям (7, 16) справедливы сравнения 

 0 j
ik e . 

Замечание. С учетом равенства (8) требование 
j

k
k
i ˆe  k

i
j

k ˆe   становится естественным, что влечет за собой 

 j
kl

k
i Le k

il
j

k Le . 

Полагаем ковариантные производные нулю, т. е. 

 j
lk

l
i

l
sk

js
il

j
ik LeLee  . (24) 

Используя равенство (24) с учетом симметрии (6), выраже-
ние (22) приведем к виду 

  )( i
jk

i
jk

j
i

i
kik LeEdE  )( i

lk
l
ijkj

j Lee  . (25) 

Следовательно, компоненты i
jkL  удовлетворяют уравнениям 

 li
ljk

i
jk

i
jk LL   . (26) 

Теорема. Горизонтальные векторы (14) задают аффин-
ную связность в главном расслоении )L(X m , если вертикаль-

ные векторы j
ie  ковариантно постоянны. 

Выражение (25) с учетом уравнений (26) принимает вид 

 j
kj

i
kik EEdE   , 

где 

 i
lkj

l
i

i
lk

l
ijkjkj LeLeeE  . 

Альтернирование точек kjE  дает 

 i
lkj

l
i]kj[ ReE  , (27) 

причем 

 i
sl]

s
j[k

i
j[kl]

i
jkl LLLR  . 

Формула (27) демонстрирует геометрический смысл тен-

зора кривизны i
jklR . 
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