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ИЗ ЧАСТИЦ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ 
 

Предложен теоретический метод расчета ориентации частиц в 
плоском насыпном слое из недеформируемых частиц одинаковой произ-
вольной формы. Метод проиллюстрирован для слоя из равнобедренных 
треугольных призм постоянной толщины. 

 
The theoretical method of calculation of orientation of particles in a flat 

bulk layer from not deformable particles of identical any form is offered. The 
method is illustrated for a layer from isosceles triangular prisms of a constant 
thickness. 
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Макроскопические свойства насыпных слоев из частиц произволь-

ной формы определяются ориентацией частиц в слое. Для описания 
таких многочастичных систем удобно использовать плотность вероят-
ности углового пространственного распределения частиц [1]. Однако в 
настоящее время не предложено методов по нахождению таких плот-
ностей вероятности. В работе представлен метод нахождения плотно-
сти вероятности углового распределения одинаковых частиц произ-
вольной формы в насыпном слое в однородном поле тяжести. 

Будем считать слой неподвижным горизонтальным, поэтому любая 
частица слоя находится в устойчивом состоянии. Рассмотрим частицу 
произвольной формы при постоянной толщине, то есть плоский слу-
чай. Очевидно, пространственное распределение не меняет физиче-
ского принципа, но добавляет дополнительный угол для описания 
ориентации частицы в пространстве. 

На рисунке 1 представлена частица конкретной неправильной 
формы. Пусть точка О обозначает центр масс частицы. Для описания 
ориентации частицы в плоскости удобно задать вектор, соединяющий 
точку О с некоторой фиксированной точкой контура частицы, напри-
мер с точкой Е. 

Введем некоторые характерные точки: O’ — точка пересечения 
перпендикуляра из О с горизонтальной осью Х; A — наиболее удален-
ная вправо от оси ОО’ точка периметра частицы такая, что проекция 
ОА на горизонтальную ось О’А’ максимальна среди всех проекций век-
торов, соединяющих точку О с произвольной точкой контура справа от 
оси ОО’; B — наиболее удаленная влево от оси ОО’ точка контура ча-
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стицы (аналогично А); C — самая нижняя точка контура частицы; D — 
точка пересечения перпендикуляра ОО’ с контуром частицы. 

 

  
 

Рис. 1. Частица конкретной неправильной формы 
 
Будем считать, что формирование слоя из частиц проходило слу-

чайно, так что структура слоя полностью определяется формой частиц 
и влиянием поля тяжести. Условием устойчивого положения частиц в 
слое является наличие точек опоры на нижней части периметра ча-
стицы на участке ВСА (рис. 1). В насыпном слое, формирование кото-
рого происходит случайно, распределение опор на этом участке будет 
носить случайный характер. 

Частица будет находиться в слое в устойчивом состоянии, если 
имеются точки опоры слева и справа от оси ОО'. Обозначим через Рл и 
Рп вероятности реализации опор на нижних участках периметра ча-
стицы BCD и DMA соответственно. Очевидно, они определяются рас-
пределением опор на проекциях этих участков на горизонтальную ось 
Х на участках O’B’ и O’A’. Поэтому 

 
О А

л Л П ПВ О
P dx и Р dx 

 

 
   ,   (1) 

где ρЛ и ρП  — плотности вероятности распределения опор на соответ-
ствующих участках. При случайном расположении частиц в слое мож-
но считать, что ρЛ = ρП, то есть распределение опор по проекции пери-
метра случайно и равновероятно. Тогда 

 л ПР О В и Р О А      (2) 

Следовательно, вероятность того, что частица занимает фиксиро-
ванное положение с данной ориентацией определяется вероятностью 
нахождения опоры на участке O’A’ при условии нахождения опоры на 
участке О’В’. Поэтому вероятность Р реализации такого сложного слу-
чайного события будет равна 

 ( )( )Р а О В О А    ,  (3) 

где постоянная а определяется из условия нормировки. 
Очевидно, в случае трехмерного пространства в выражение (3) будут 

входить проекции площадей частицы на горизонтальную плоскость. 
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Рассмотрим в качестве примера плоский насыпной слой, состоящий из 
равномерных треугольных призм постоянной толщины. Случай этот 
представляет практический интерес, поскольку форма частиц многих ре-
альных насыпных слоев может быть смоделирована. Пусть треугольная 
призма повернута на угол φ — угол между вектором ОА и осью х (рис. 2). 
Обозначим через α угол при вершине треугольника, а угол ОВС — через β. 

  
 а  б 

 
Рис. 2. Конфигурация треугольной призмы 

 
Из рисунка 2 видно, что выражение для проекции ОВ и ОА сим-

метрично относительно вертикальной и горизонтальной осей, поэтому 
достаточно рассмотреть поведение треугольника в диапазоне углов от 
0 до / 2 . В соответствии с общей формулой (3) плотность вероятности 
того, что треугольник наклонен под углом φ, равна 

 1 ( ) ( )( ) sin( ) cos     a OA OB   (4) 

для углов в диапазоне 0 ≤ φ ≤ ( / 2 - / 2) (рис. 2а), и 

 2 ( ) ( )( ) sin( ) sin( )       a OС OB   (5) 

для углов в диапазоне ( / 2 – / 2)  ≤ φ ≤ / 2  (рис. 2б), где а — посто-
янная, которая может быть найдена из условия нормировки, поскольку 

 

 
/2 /2 /2 /2

1 20 0 /2 /2

1
( ) ( )

4
d d d

   

 
       




     .  (6) 

Подставляя выражения (4) и (5) в равенства (6), получим: 
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где 2
1 cos cos ( sin )sin ,

2

        f  2 sin cos .   f  

Полученные плотности вероятности (7) и (8) углового распределе-
ния треугольных равнобедренных призм в плоском слое в однородном 
поле тяжести является однопараметрическими, учитывая связь β и α 
через выражение (4). 

Применение общего метода к насыпному слою из равнобедренных 
треугольных призм позволило получить конкретные выражения для 
плотности вероятности углового распределения частиц в насыпном 
слое в поле постоянной силы тяжести. С учетом ранее полученных на 
стенде данных по структуре насыпного слоя из равнобедренных тре-
угольных призм [2; 3] предлагаемый теоретический метод допускает 
экспериментальную проверку. 
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