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ДВЕ ТЕОРЕМЫ ИСЧЕЗНОВЕНИЯ  

ДЛЯ СИММЕТРИЧЕСКИХ ТЕНЗОРОВ 
НА МНОГООБРАЗИИ РИМАНА — КАРТАНА 

 
Введение. В монографии [1] были доказаны «теоремы ис-

чезновения» для кососимметрических псевдогармонических и 
псевдокиллинговых тензоров на компактном ориентирован-
ном римановом многообразии с несимметрической метриче-
ской связностью. В данной работе мы проведем аналогичные 
рассуждения для симметрических тензоров. Возможность до-
казательства теорем исчезновения для симметрических тензо-
ров на таком многообразии оставалась вне поля зрения иссле-
дователей вплоть до настоящего времени. 

1. Определения. Многообразием Эйнштейна — Картана 
называется (см. [2]) триплет ( )∇,g,M , где М — гладкое клас-
са ∞C  многообразие размерности 2≥n , g  — риманова мет-
рика и ∇  — несимметрическая метрическая связность, т. е. 
линейная связность с ненулевым тензором кручения 

( )TMMCS ⊗Λ∈ ∞ 2  такая, что 0=∇g . 
Так же, как и на римановом многообразии (см. [3, с. 54]), 

определим на ( )∇,g,M  операторы симметрического диффе-
ренцирования MSCMSC: pp 1+∞∞∗ →δ  и кодифференциро-
вания MSCMSC: pp 1−∞∞ →δ  равенствами 

 ( )
11011010 −−

∇++∇=∗

ppppp i...iiiii...iii...ii ... ϕϕϕδ ; ( )
pp i...jii

ij
i...i g

22
ϕϕδ ∇=  
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в локальной системе координат nx...,,x,x 21  на М. Здесь 

( )
pp iii...i ,...,∂∂=

11
ϕϕ  и ( ) ( ) 1−= ijgg ij  для ( )jiij ,gg ∂∂= . 

Заметим, что так же, как и на компактном ориентируемом 
римановом многообразии ( )g,M , на компактном ориентируе-

мом многообразии Римана — Картана ( )∇,g,M  стандарт-
ными приемами (см. [4, с. 170—171]) без труда доказывается 
сопряженность операторов ∗δ  и δ . 

Определим далее на ( )∇,g,M  псевдокиллинговый (соот-
ветственно псевдокодацциевый) p-тензор как тензорное поле 

,MSC p∞∈ϕ  удовлетворяющее уравнению 0=∗ϕδ  (соответ-

ственно ( ) ϕϕδ ∇+=∗ 1p ). 
Отметим при этом, что на римановом многообразии 

( )g,M  уравнение 0=∗ϕδ  и условие MSC p 1+∞∈∇ϕ , кото-
рое равносильно уравнению ( ) ϕϕδ ∇+=∗ 1p , определяют 
симметрические p-тензоры Киллинга и Кодацци соответст-
венно (см., напр., [5; 6]). 

2. Интегральная формула. Обозначим через jkl
iR  и k

ijS  

компоненты тензоров кривизны R  и кручения S  несиммет-
рической метрической связности ∇  относительно локальной 
системы координат nx...,,x,x 21  на М. 

Для всякого векторного поля Х имеем (см. [1, с. 88]) 
j

kj
ki

i
i

i SXXXXdiv 2−∇=∇= , а потому при 0=j
ijS  спра-

ведливо равенство i
i

i
i XXXdiv ∇=∇= . На этом основании 

будем полагать далее, что 0=j
ijS . 

Введем в рассмотрение векторное поле Х с компонентами 
p

p
p

p

i...ij
ji...i

ii...ii
ji...i

jiX 2
2

2
2 ϕϕϕϕ ∇−∇= . Привлекая сюда тож-

дества Риччи (см. [1, с. 79]), находим, что 
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 ( )
p

p

p

p
i...ii

ii...ij
ji...iij

i...iji
pXdiv

2

2

2

2 ϕϕϕϕϕ ∇∇−∇∇+Φ= ,  (1) 

где для ikj
k

ij RR =  имеем 

 ( ) ( ) −−−=Φ p
p

p
p

i...i
kli...iji

ikjli...i
ji...ii

ijp RpR 3
3

2
2 1 ϕϕϕϕϕ  

 p
p

i...i
ji...iil

ijlS 2
22 ϕϕ∇− .  (2) 

Здесь ввиду симметричности компонент 
pi...ii 21

ϕ  тензорного по-
ля ϕ  по всем индексам формулу (1) представим в виде 

( )

( )
( )

20

0 2

2 20

20 2

1

1

p

p

p p

pp

i i ...ii
p i i i ...i

i i ...i j i ...ii i
j i i ...ii i i ...i

divX
p

p .
p

Φ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

= − ∇ ∇ +

+
+ ∇ ∇ −∇ ∇

 

Полагая многообразие М компактным ориентированным, на 
основании теоремы Грина (см. [1, с. 30]) находим 

 ( ) ( ) 0
222

1
11

=







−+∇−∫ ∗

+
dv

M p ppp
ϕδϕδϕϕΦ .  (3) 

3. Теоремы исчезновения. Для псевдокиллингова тензора 
MSC p∞∈ϕ  интегральная формула (3) примет вид: 

 ( ) 0
221

=







−∇−∫ dv

M p p
ϕδϕϕΦ .  (4) 

Тогда при ( ) 0≤ϕΦ p  из (4) автоматически последует, что 

( ) 0=ϕΦ p  и 0=∇ϕ . В свою очередь условие ( ) 0<ϕΦ p  всту-
пит в противоречие с интегральной формулой (4). Доказана 
следующая 

Теорема 1. Пусть ( )∇,, gM  — компактное ориентиро-
ванное многообразие Римана — Картана с тензором кручения 
S связности ∇ , подчиненным условию 0=Strace . Если для 
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псевдокиллингова p-тензора ϕ  неравенство ( ) 0≤ϕΦ p  имеет 

место всюду на ( )∇,, gM , то тензор будет ковариантно по-
стоянным. Не существует псевдокиллингова p-тензора ϕ , 
для которого ( ) 0<ϕΦ p  всюду на ( )∇,, gM . 

Предположим, что псевдокодацциевый p-тензор ϕ  являет-
ся бесследовым, т. е. ,0 MSC p∞∈ϕ  тогда из уравнения 0=∗ϕδ  
последует, что 0=ϕδ . В этом случае интегральная формула 
(3) принимает вид: 

 ( ) 0
2

=




 ∇−∫ dv

M p ϕϕΦ . 

Аналогичным образом доказывается, что справедлива 
Теорема 2. Пусть ( )∇,, gM  — компактное ориентиро-

ванное многообразие Римана — Картана с тензором кручения 
S связности ∇ , подчиненным условию 0=Strace . Если для 
псевдокодацциева p-тензора MSC p

0
∞∈ϕ  неравенство 

( ) 0≥ϕΦ p  имеет место всюду на ( )∇,, gM , то тензор будет 
ковариантно постоянным. Не существует псевдокодацциева 
p-тензора MSC p

0
∞∈ϕ , для которого ( ) 0>ϕΦ p  всюду на 

( )∇,, gM . 
Частным видом (см. [7]) многообразия Римана — Картана 

( )∇,, gM  является многообразие класса 1σ , которое выделяется 
условием MCS 3Λ∞∈  для ковариантного тензора кручения 
( ) ( )( )ZYXSgZYXS ,,,, =  связности ∇  и произвольных векторных 

полей TMCZYX ∞∈,, . В случае псевдокодацциева тензора MSC p∞∈ϕ  
на подобном многообразии ( )ϕΦ p  становится квадратичной фор-

мой вида ( ) ( ) p
p

p
p

ii
kliiji

ikjlii
jiii

ijp RpR ...
...

...
...

3
3

2
2 1 ϕϕϕϕϕΦ −−= , по-

скольку 0...
...

2
2 =∇ p

p
ii

jiiil
ijlS ϕϕ . Справедливо 
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Следствие. Пусть ( )∇,, gM  — компактное ориентиро-
ванное многообразие Римана — Картана с антисимметрич-
ным тензором кручения S  связности ∇ . Если для псевдоко-
дацциева p-тензора MSC p

0
∞∈ϕ  квадратичная форма 

( ) 0≥ϕΦ p  всюду на ( )∇,, gM , то тензор будет ковариантно 
постоянным. Не существует псевдокодацциевых p-тензоров 

MSC p
0

∞∈ϕ , для которых квадратичная форма ( ) 0>ϕΦ p  

всюду на ( )∇,, gM . 
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TWO VANISHING THEOREMS 

FOR SYMMETRIC TENSORS ON 
THE RIEMANNIAN — CARTAN MANIFOLD 

 
We have defined pseudo-Killing and pseudo-Codazzi symmet-

ric tensors and proved two “vanishing theorems” for these tensors 
on a Riemannian — Cartan manifold (see [2]). 




