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S. Stepanov, I. Shandra 
 

PROPERTIES OF INFINITESIMAL 
HARMONIC TRANSFORMATIONS 

 
We have defined the infinitesimal harmonic transformation in а 

Riemannian manifold (see [1]). In the present paper we continue 
studying local and global geometries of infinitesimal harmonic 
transformations. 
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ПРИМЕР СТАТИСТИЧЕСКОГО МНОГООБРАЗИЯ 

 
Введение 

 
С. Лауритцен [1, с. 163—216], обобщая «геометростати-

стику» Н. Н. Ченцова (см. [2]), ввел понятие статистического 
многообразия как триплета ( ,nM  g, D). Здесь, по замыслу ав-
тора, гладкое n-мерное ( )2≥n  многообразие nM  должно было 
символизировать многообразие распределений вероятностей, 
метрический тензор g — олицетворять фишеровский ин-
формационный тензор, а семейство линейных связностей 

Dγγ +∇=∇ , где ∇  — связность Леви-Чивита, nMSCD 3∞∈  
и γ  — произвольный вещественный параметр, — интерпрети-
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роваться, как однопараметрическое семейство линейных связ-
ностей Ченцова. Ключевыми моментами в его теории стали вы-
деление сопряженных пар связностей ∇γ  и ∇−γ . 

Теория абстрактных статистических многообразий нашла 
свое отражение в десятках статей и серии монографий (см. об 
этом в [3; 4]). 

В настоящей статье приведен пример статистического 
многообразия и описаны его основные свойства. 

 
§1. SO(3)-структура на 5-мерном многообразии 

 
Пусть ),( 5 gM  — ориентированное риманово многообра-

зие и )( 5ML  — расслоение линейных реперов над М5 со 
структурной группой )5(SO . Редукция группы )5(SO  к ее под-
группе )3(SO  равносильна (см. [5]) заданию на ),( 5 gM  тен-
зорного поля Т типа (0, 3), удовлетворяющего условиям: 

53
0 MSCT ∞∈  и ( ) ( )XX,XgX,XT =2 , которые в локальной 

системе координат 51 x...,,x  принимают вид 

 ( )ijkijk TT = ; ;Tg ijk
ij 0=   (1) 

 ( ) jiklkiljlijkjitklskitljslitjks
st ggggggTTTTTTg ++=++ .  (2) 

При этом тензорное поле Т, подчиняющееся таким условиям 
(см. [5]), называется )3(SO -структурой на многообразии 

),( 5 gM . Очевидна 
Лемма. Риманово многообразие ),( 5 gM  с )3(SO -струк-

турой является статистическим многообразием. 
 

§2. Сопряженные связности 
на многообразии с SO(3)-структурой 

 
Вслед за С. Лауритценом зададим на многообразии 

),( 5 gM  с )3(SO -структурой 1-параметрическое семейство 



Е. С. Степанова, И. И. Цыганок 

 137 

линейных связностей ∇γ , каждую из которых определим в 
локальных координатах символами Кристоффеля: 

 i
jk

i
jk

i
jk T





 −+Γ=Γ γγ

2
1   (3) 

для действительного параметра γ , символов Кристоффеля 
i
jkΓ

 
связности Леви-Чивита ∇  и ljk

ili
jk TgT = . Очевидно, что 

связности ∇γ  не имеют кручения, кроме того, i
jk

i
jk Γ=Γ 21  и, 

следовательно, ∇=∇ 21 . 

Символы Кристоффеля i
jkΓγ  и ( ) i

jkΓ−γ1  линейных связно-

стей ∇γ  и ( )∇−γ1  удовлетворяют уравнениям 
( ) l

kijl
l
ijlkjki ggg Γ+Γ=∂ −γγ 1 , которые характеризуют (см. [6, 

с. 173; 7, с. 53]) связности ∇γ  и ( )∇−γ1  как сопряженную отно-
сительно g пару ( ) ),,( 1 ∇∇ −γγ g . 

Из (3) при этом находим, что ijkjki Tg )21( γγ −=∇  и, следо-

вательно, ikjjki gg ∇=∇ γγ , а потому пара связностей 
( ) ),,( 1 ∇∇ −γγ g  — кодацциева (см. [6, с. 182]). Поскольку 

( )( )i
jk

i
jk

i
jk Γ+Γ=Γ −− γγ 112 , то связность Леви-Чивита ∇=∇ 21  

является средней связностью (см. [6, с. 129]) сопряженной ко-
дацциевой пары ( ) ),,( 1 ∇∇ −γγ g . 

Чебышевским вектором (см. [7, с. 62]) сопряженной пары 
связностей называется вектор, дуальный 1-форме 

Γ+ − γtracen 1)2(  для тензора деформации ( )∇−∇=Γ −γγγ 1  

пары сопряженных связностей ( ) ),,( 1 ∇∇ −γγ g . В силу (1) чебы-
шевский вектор обращается в нуль, а потому пара связностей 

( ) ),,( 1 ∇∇ −γγ g  будет чебышевской (см. [6, с. 181]). В этом слу-

чае (см. [8]) связности ∇γ  и ( )∇−γ1  сопряженной пары будут 
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эквиаффинными с плотностями вида gdeteC
n...

1
12 =ωγ  и 

gdeteC
n...

2
12

1 =− ωγ  для произвольных постоянных С1 и С2. 
В итоге справедлива 

Теорема. Каждая пара ( ) ),,( 1 ∇∇ −γγ g  на римановом мно-

гообразии ),( 5 gM  с )3(SO -структурой будет чебышевской и 
одновременно эквиаффинной с плотностями вида 

gdeteC
n...

1
12 =ωγ  и gdeteC

n...
2

12
1 =− ωγ . 

 
§3. Теорема исчезновения 

 
Пусть nM  — компактное многообразие; рассмотрим для 

него ориентированное двулистное накрытие и воспользуемся 
интегральной формулой (см. [10]) 

 ( ) ( )∫ =








−∇−+ ∗

+nM p dvB
ppp

0, 222 1
1

1 ϕδϕϕδϕϕ ,  (4) 

где npMSC∞∈ϕ , ( )ϕϕ ,Bp  — квадратичная форма, чьи коэф-

фициенты являются компонентами тензора кривизны R  и Риччи 
Ric  многообразия ),( gM n . В [10] доказано, что знак квадратич-
ной формы ( )ϕϕ,pB  противоположен знаку симметрического 

оператора кривизны второго рода nn
o

MSCMSCR 22: ∞∞ →  (см. 
[11, с. 278]). 

)3(SO -структура на многообразии ),( 5 gM  называется 

приближенно интегрируемой (см. [5; 9]), если 0=∗Tδ , или в 
локальных координатах ( ) 0=∇ ijklT . Поскольку 53

0 MSCT ∞∈ , 

то в качестве следствия имеем 0=Tδ . В этом случае уравне-
ние (4) принимает вид: 
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 ( ){ }∫ =∇−nM
dvTTTB 0, 2

4 . 

Справедлива следующая теорема исчезновения. 
Теорема. На компактном ориентированном римановом 

многообразии ),( 5 gM  с положительно определенным опера-
тором кривизны второго рода нельзя задать приближенно 
интегрируемую )3(SO -структуру. 
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E. Stepanova, I. Tsyganok 
 

AN EXAMPLE OF A STATISTIC MANIFOLD 
 

In the present paper we consider a 5-dimensional oriented Rie-
mannian manifold with an SO(3) structure (see [5]) as an example 
of a statistical manifold (see [1]). 

In particular we proof that there is no a nearly integrable SO(3) 
structure on 5-dimensional compact oriented Riemannian manifold 
with positive definite second-type curvature operator. 
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ДВОЙСТВЕННАЯ ГЕОМЕТРИЯ СЕТЕЙ 

НА ГИПЕРПОВЕРХНОСТИ  
В ПРОСТРАНСТВЕ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ 

 
Работа посвящена изучению геометрии сетей на ги-

перповерхности в пространстве аффинной связности. 
 
В работе индексы принимают следующие значения: 

 .1,1,,,,,;,0,,,,,;,1,,,,, −=== nstkljinSTKLJInSTKLJI  

Рассмотрим пространство аффинной связности nnA , , задан-

ное системой )1( +nn  форм Пфаффа { }I
K

I θθ , , подчиненных 
структурным уравнениям [4]: 

 ,
2
1,

2
1 TSI

JST
I
K

K
J

I
J

TSI
ST

I
K

KI rDrD θθθθθθθθθθ ∧+∧=∧+∧=  

 ( ) ( ) ;0...,0,0 21 ≠∧∧∧== nI
STL

I
ST rr θθθ  

I
PQr  и I

KPQr  — соответственно тензоры кручения и кривизны 
пространства nnA , . 

 




