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Замечательные кривые как образы окружностей и прямых  

при конформных отображениях 
 

Рассматриваются образы семейства окружностей и 
прямых при некоторых конформных отображениях. По-
казано, что эти образы являются замечательными кри-
выми, такими как кардиоида, лемниската Бернулли, ло-
гарифмическая спираль. 
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Рассмотрим семейство окружностей, имеющих общую точ-

ку в начале полярной системы координат и симметричных от-
носительно полярной оси. В полярной системе координат это 
семейство окружностей задается следующим образом (рис. 1): 

.,0,
2

;
2

,cos 



 aaar

  

Рассмотрим комплексное отображение 
2( ) .f z z    

Комплексный аргумент z можно представить в виде 

,irez   где (r, φ) — полярные координаты на плоскости (z). 
Тогда  
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Рис. 1. Семейство окружностей cosar   

 
Пусть (ρ, Φ) — полярные координаты точек образа на 

плоскости (ω), тогда 

.2,2   r  

Имеем 

 
 

.
2

cos
2

cos

2

cos
22

22
2 






















a

a
r

ar










 

Таким образом, при отображении 
2)( zzf   

точки (r, φ) переходят в точки (ρ, Φ), связанные уравнением 
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Полученное уравнение является уравнением семейства 
кардиоид на плоскости в системе координат (ρ, Φ). При этом 
сохраняется заданная нами конфигурация исходного семей-
ства окружностей: все кардиоиды семейства-образа также про-
ходят через начало координат и симметричны относительно 
полярной оси (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Семейство образов при отображении 2)( zzf   

 
Рассмотрим одну ветвь отображения: 

.z)z(f   

В полярных координатах оно будет иметь следующий вид: 

.er
i

22

1 

   

Тогда полярные координаты точек образа на плоскости (ω) 
будут иметь вид 
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Имеем 

 
.2cos

2

)cos(

2

cos




























a
a

r

ar








 

Мы видим, что при отображении 

z)z(f   

точки (r, φ) переходят в точки (ρ, Φ), связанные уравнением  
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Мы получили, таким образом, уравнение семейства пра-
вых петель лемнискат Бернулли. Все лемнискаты семейства, 
как и все окружности семейства-прообраза, проходят через 
начало координат; симметрия относительно полярной оси 
также сохранена (рис. 3). 

 
 

Рис. 3. Семейство образов при отображении zzf )(  
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Рассмотрим теперь образы прямых вида kxy   при отоб-
ражении 

.)( zezf   

Имеем 

,kxixiyxz  .kxixz eee   

Тогда в полярной системе координат уравнения образа пря-
мых имеют вид 
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Полученное уравнение определяет семейство логарифми-
ческих спиралей, разворачивающихся из точки (1, 0) в поляр-
ных координатах (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4. Семейство образов прямых при отображении zezf )(  
 

По рисунку семейства образов можно судить о влиянии па-
раметра k на вид спирали, то есть он увеличивает количество 
вращений, уменьшая радиусы спиралей. 
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Remarkable curves as images of circles and lines 

under conformal maps 
 

Submitted on May 22, 2018 
 
We consider images of a family of circles under some conformal maps. 

It is shown that the images of these lines are remarkable curves, such as 
cardioid, lemniscate of Bernoulli, logarithmic spiral. 
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