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СВОЙСТВА ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫХ 

ГАРМОНИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 
 

Векторное поле на римановом многообразии назы-
вается инфинитезимальным гармоническим преобразо-
ванием, если индуцированная им группа локальных 
преобразований многообразия состоит из локальных 
гармонических диффеоморфизмов (см. [1 — 3]). В на-
стоящей статье мы продолжаем изучение свойств ин-
финитезимальных гармонических преобразований. 

 
1. Ранее было установлено (см. [1 — 3]), что если тензор 

Риччи компактного многообразия ),( gM n  неположительно 
определен, то каждое инфинитезимальное гармоническое пре-
образование Х многообразия ),( gM n  является ковариантно 
постоянным векторным полем. Если же тензор Риччи отрица-
тельно определен, то Х  — нулевое векторное поле. 

Сформулируем здесь локальный аналог этого утвержде-
ния. Для этого введем в рассмотрение скалярную функцию 
( ) ( )X,XgXΕ 12−= , называемую энергией векторного поля Х 

(см., напр., [4]). Тогда будет справедливой 
Теорема 1. Пусть Х — инфинитезимальное гармоническое 

преобразование некомпактного риманова многообразия 
),( gM n  с отрицательно определенным тензором Риччи Ric . 

Если энергия ( )XE  векторного поля Х имеет локальный мак-

симум в некоторой точке nMx∈ , то в самой точке и неко-
торой ее окрестности xU  поле Х — тождественный нуль. 
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Доказательство. Допустим, что энергия ( )XE  векторного по-

ля Х имеет локальный максимум в некоторой точке nMx∈ , тогда 
в этой точке ( ) ( )( ) 0≤=∆ XEHesstrace:XE g . С другой стороны, 
непосредственные вычисления с использованием уравнения 

,2 XRicX ∗=∆  характеризующего инфинитезимальное гармони-
ческое преобразование Х (см. [1 — 3]), позволяет найти выраже-
ние ( ) =∆ XE ( ) ( )X,XRicX,Xg −∇∇ . Тогда в предположении об 
отрицательной определенности кривизны Риччи имеем, что на 

nM  всюду ( ) 0>∆ XE , если только 0≠Х . Из этих двух нера-
венств заключаем, что Х должен быть нулем в точке .nMx∈  Но 
так как ( )XE  имеет локальный максимум в nMx∈  и при этом 
( )XE  > 0 всюду на ,

nM  если только 0≠Х , то Х должен обра-

щаться в нуль и в некоторой окрестности xU  точки nMx∈ . 
2. Для некомпактного многообразия ),( gM n  было уста-

новлено (см. [1; 3]), что каждая инфинитезимальная изометрия 
Х, определяемая условием 0=gLX , является гармоническим 
преобразованием. В свою очередь, при 2=n  каждое инфини-
тезимальное конформное преобразование Х, определяемое ус-
ловием ( )gXdivgLX

12−= , является гармоническим. И далее 
(см. [2]), при 2>n  каждое инфинитезимальное конформное 
преобразование, которое является гармоническим, есть либо 
инфинитезимальная гомотетия, т. е. constdivX = , либо изо-
метрия. Вариант этих утверждений для компактного многооб-
разия имеет вид следующей теоремы. 

Теорема 2. На компактном многообразии ),( gM n  каждое 
инфинитезимальное гармоническое преобразование Х является 
инфинитезимальным конформным преобразованием, если 

2=n , и инфинитезимальной изометрией, если constdivX = . 
Доказательство. Рассмотрим для компактного многообра-

зия nМ  ( )2≥n  ориентированное двулистное накрытие и вос-
пользуемся формулой К. Яно (см. [5], гл. 2, формула (1.14)): 
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(∫ nM
g (□ ( ) ( ) )−−− − XdivXdnnX ,21 ( ) 022

211 =

− −− dVgdivXngLX , 

где □Х = XRicX ∗−∆ 2 . Из данной формулы в предположении, 

что □Х = 0 и 2=n , выводим, что ( )gXdivgLX
12−= , и, следо-

вательно, Х — инфинитезимальное конформное преобразова-
ние. С другой стороны, при □Х = 0, constXdiv =  и 2>n  из 
формулы вытекает, что 0=gLX , и, следовательно, Х — инфи-
нитезимальная изометрия. 

3. Наряду с инфинитезимальным гармоническим преобра-
зованием существует определение гармонического векторного 
поля (см. [6, с. 34—35]). Каждое такое поле Y определяется на 
многообразии ),( gM n  уравнениями 0=Ydiv  и 0=θd  для  
1-формы θ , двойственной Y . В компактном случае эти урав-
нения равносильны одному 0=∆Y . Справедлива 

Теорема 3. На компактном многообразии Эйнштейна 
),( gM n  векторные пространства инфинитезимальных гар-

монических преобразований ( )R,nMH  и гармонических век-
торных полей H( ,nM  R) ортогональны. 

Доказательство. Рассмотрим для компактного риманова 
многообразия ),( gM n  его ориентированное двулистное на-

крытие и воспользуемся теоремой Грина ( ) 0=∫ dvZdivnM
 для 

векторного поля ( )XdivYYZ X −∇= ; будем иметь 
 ( ) ( )( )( ) 0, =+∇∇+∫ nM

dvdivYdivXYXYXRic .  (∗ ) 

Пусть теперь ),( gM n  — многообразие Эйнштейна, кото-

рое, как известно, характеризуется равенствами gRic n
s=  

при consts = . Полагаем далее Х и Y — произвольными инфи-
нитезимальным гармоническим преобразованием и, соответ-
ственно, гармоническим векторным полем на ),( gM n . Тогда 
формула (∗ ) примет вид: 
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 0 ( ) ( ) =∇∇+= ∫ ∫ ∗ dvYXgdvYXRicn nM M
,,  

 ( ) ( ) YXdvYXgdvYXRic
n
s

nn MM n

s ,:,,2 22
=== ∫∫ . 

4. Векторное пространство ),( RnMH  инфинитезималь-
ных гармонических преобразований на компактном римано-
вом многообразии ),( gM n  имеет конечную размерность 
(см. [1; 3]), и при этом векторное пространство )( RK ,nM  ин-
финитезимальных изометрий риманова многообразия ),( gM n  
содержится в ),( RnMH . 

Обозначим через ),( RnM∗H  и ),( RK nM∗  векторные про-
странства 1-форм, двойственных пространствам ),( RnMH  и 

K ( nM , R) соответственно. Тогда согласно результатам вто-
рого параграфа пространство ),( RK nM∗  будет состоять из 
козамкнутых 1-форм пространства ),( RnM∗H , т. е. таких  
1-форм ),( RnM∗∈Hω , что 0=∗ωd . 

Известно (см., напр., [7], с. 240), что на компактном рима-
новом многообразии ),( gM n  пространства dIm  и ∗dKer  

согласно тождеству θωθω ∗= d,,d  являются ортогональ-

ными дополнениями друг друга. 
Ограничимся далее компактным эйнштейновым многооб-

разием ),( gM n , на котором согласно теореме 3 пространство 
),( RnM∗H  будет ортогональным пространству гармониче-

ских 1-форм ( )RH ,M n∗ , т. е. форм, принадлежащих 
∗∩ dKerdKer . В этом случае в ),( RnM∗H  можно ввести в 

рассмотрение векторное подпространство D*( nM , R) точных 
1-форм, которое будет ортогональным дополнением подпро-
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странства ),( RK nM∗  в ( )R,M n∗H . Каждая такая 1-форма 

df:=ω  для некоторой nMCf ∞∈ такой, что ff
n
s2

=∆ . Это 

уравнение равносильно уравнению XRicX ∗=∆ 2 , которому 
должно удовлетворять двойственное df=ω  векторное поле Х. 

Заметим, что уравнение ff
n
s2

=∆  имеет нетривиальное ре-

шение ( )constf ≠  тогда и только тогда (см. [5], гл. 2, предложе-
ние 1.3), когда 0>s , что согласуется с нашим утверждением, 
сформулированным в начале первого параграфа. Доказана 

Теорема 4. На компактном многообразии Эйнштейна 
),( gM n  справедливо ортогональное разложение 

 H ( nM , R) = K ( nM , R) ⊕ D ( nM , R). 
Заметим, что ранее К. Яно и Т. Нагано (см. [8]) непосред-

ственными вычислениями в координатной форме пришли к 
аналогичному заключению, но без утверждения об ортого-
нальности компонент разложения. 
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PROPERTIES OF INFINITESIMAL 
HARMONIC TRANSFORMATIONS 

 
We have defined the infinitesimal harmonic transformation in а 

Riemannian manifold (see [1]). In the present paper we continue 
studying local and global geometries of infinitesimal harmonic 
transformations. 
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ПРИМЕР СТАТИСТИЧЕСКОГО МНОГООБРАЗИЯ 

 
Введение 

 
С. Лауритцен [1, с. 163—216], обобщая «геометростати-

стику» Н. Н. Ченцова (см. [2]), ввел понятие статистического 
многообразия как триплета ( ,nM  g, D). Здесь, по замыслу ав-
тора, гладкое n-мерное ( )2≥n  многообразие nM  должно было 
символизировать многообразие распределений вероятностей, 
метрический тензор g — олицетворять фишеровский ин-
формационный тензор, а семейство линейных связностей 

Dγγ +∇=∇ , где ∇  — связность Леви-Чивита, nMSCD 3∞∈  
и γ  — произвольный вещественный параметр, — интерпрети-




