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СИММЕТРИЧНЫЕ И ПОЛУСИММЕТРИЧНЫЕ 

ПОВЕРХНОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ 

АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ 

 

В пространстве аффинной связности n,nA  рас-

сматривается поверхность как семейство точек mX  и 

как семейство касательных плоскостей mTX . Введено 

пространство аффинной связности n,nA  с зависимым 

на поверхности mX  кручением. Ограничение полей 

тензоров кручения и кривизны на поверхность mTX  

дает ряд простейших и простых подтензоров. Это поз-

воляет провести классификацию поверхностей про-

странства n,nA  в зависимости от симметрии ее фунда-

ментальных объектов. 

 

Отнесем n-мерное пространство аффинной связности n,nA  

к подвижному реперу {A, Ie }, инфинитезимальные переме-

щения которого задаются формулами 

 dA= I Ie , d Ie =
J
I Je + J IJe  (I,J,K = n,1 ).  (1) 

Структурные уравнения Картана форм I ,
I
J  задаются в виде: 

 D I = J 
I
J I

JKS J  K  ( I
)JK(S =0),  (2) 

 D
I
J =

LKI
JKL

I
K

K
J R   ( I

)KL(JR =0). 
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Тензоры кручения S={ I
JKS } и кривизны R={

I
JKLR } удовлетво-

ряют дифференциальным уравнениям 

 
I
JKS =

I
JKLS L , 

I
JKLR =

MI
JKLMR  ,  (3) 

где   – дифференциальный оператор, действующий по закону: 

 
I
JKS =d

I
JKS +

I
L

L
JKS  –

L
J

I
LKS  –

L
K

I
JLS  . 

Отметим особые случаи пространства аффинной связности: 

1) S=0 – пространство со связностью без кручения; 2) R=0 – 

пространство со связностью без кривизны; 3) S=0, R=0 – ло-

кально аффинное пространство. 

В пространстве аффинной связности общего вида n,nA  за-

дадим m-мерную поверхность mX . Поскольку mX  представ-

ляется как m-параметрическое семейство, описанное точкой 

A n,nA , уравнения поверхности имеют вид: 

 a =
a
i i  (i, j, k= m,1 ; a, b, c= n,1m  ).  (4) 

Продолжая (4), получаем дифференциальные уравнения для 

компонент 
a
i  фундаментального объекта 1-го порядка 

1  

поверхности mX : 

 
a
i – ja

ij
a
i

j
b

a
j

b
i  .  (5) 

Коэффициенты a
ij  представляют собой сумму симметричной 

и антисимметричной составляющих 
a
ij = a

ij̂ + a
ij


, где a

ij̂ = a
ji̂  

получены при использовании леммы Картана, 

  a
bi

b
j

a
bj

b
i

k
ij

a
k

a
ij

a
ij SSSS


 

 a
ji

k
bc

a
k

a
bc

c
j

b
i

k
bi

b
j

k
bj

b
i

a
k )SS()SS( 


. 

Таким образом, в общем случае a
ij  a

ji . Выясним усло-

вия симметрии коэффициентов 
a
ij : 
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1) S=0 – пространство без кручения, 

2) 
a
IJS =

a
k k

IJS  – справедливость (n-m)(n-1)n/2 равенств, 

когда 

  )SS(SS k
bj

a
k

a
bj

b
i

k
ij

a
k

a
ij

a
ij


 

 0)SS()SS( k
bc

a
k

a
bc

c
j

b
i

k
bi

a
k

a
bi

b
j  . 

Во втором, более общем, случае будем говорить о пространстве 

n,nA  с зависимым на поверхности mX  кручением. Найдем 

дифференциальные уравнения, которым удовлетворяют вели-

чины 
a
IJM = a

IJS – a
k k

IJS . Используя уравнения (3,5), получим 

 0MM k
b

b
IJ

a
k

a
IJ  ,  (6) 

где символ   означает сравнение по модулю базисных форм 
i . Поскольку М={

a
IJM } – псевдотензор [1] на поверхности 

mX , то пространства аффинной связности n,nA  с зависимым 

на поверхности кручением ( a
IJM =0) могут существовать. 

Произведем дальнейшую специализацию подвижного ре-

пера R={A, ie , ae }, помещая векторы ie  в соответствующую 

касательную плоскость mT , при этом 

 a
i =0.  (7) 

Система уравнений семейства mTX  касательных плоскостей 

mT  аналогична соответствующей системе в аффинном про-

странстве [2]: 

 a =0, ja
ij

a
i  ,  (8) 

однако коэффициенты имеют более общие выражения 
a
ij = a

ij̂ – a
ijS  и удовлетворяют дифференциальным уравнениям 

 
a
ij = a

ijk k ,  (9) 
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a
ijk = a

ijk̂ + a
ijk


, a

]jk[i̂ =0, 
a
ijk


= l

jk
a
ilS – a

ijkR .  (10) 

Геометрический объект 2 = { a
ij } является фундаменталь-

ным тензором второго порядка поверхности mX  и фунда-

ментальным тензором первого порядка семейства mTX  [3]. В 

общем случае 
a
ij  и a

ijk  не симметричны по нижним индек-

сам. Условиями симметричности компонент 
a
ij  являются 

равенства 
a
ijS =0, которые с учетом (7) выполняются в про-

странстве с зависимым кручением и, в частности, в про-

странстве без кручения. 

С помощью системы уравнений (8) уравнения ( 13 ) прини-

мают вид: 

 
i
jkS + i

a
a
jkS  0 , 

i
ajS +

i
jkS k

a + i
b

b
ajS  0 ,  (11) 

 
i
abS +

i
c

c
abS  0 , 

a
ijS 0 , 

a
biS +

a
ijS j

b 0 , 
a
bcS 0 . 

Теорема 1. Ограничение поля тензора кручения 
I
JKS  на 

поверхность mTX  дает два простейших [4] подтензора { a
ijS }, 

{
a
bcS } и четыре простых [4] подтензора {

i
jkS , 

a
ijS }, { i

ajS ,
i
jkS , 

a
biS , 

a
ijS }, { i

abS , a
bcS }, {

a
biS , 

a
ijS }. 

Обращение тензора 
a
ijS  в нуль на поверхности mTX  харак-

теризует поверхность mTX , которая задается фундаменталь-

ным тензором 
2 ={ a

ij } с симметричными компонентами. 

Определение 1. Будем называть 
a
ijS  тензором несиммет-

ричности 1-го порядка поверхности mTX ; поверхность mTX , 

на которой 
a
ijS =0, – симметричной порядка 1 поверхностью, а в 

случае 
a
ijS  0 – несимметричной поверхностью. 
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Уравнения ( 23 ) преобразуются следующим образом: 

 
i
jklR + i

a
a
jklR  0 , 

 
i
abcR + j

a
i
jbc

i
d

d
abc RR  +

i
acjR j

b –
i
abjR j

c 0 , 

 
i
ajkR + l

a
i
ljk

i
b

b
ajk RR  0 , 

i
jkaR + l

a
i
jkl

i
b

b
jka RR  0 ,  

 
i
abjR + i

c
c
abjR  –

i
jkbR k

a +
i
ajkR k

b 0 , (12) 

 
i
jabR + i

c
c
jabR  –

i
jkbR k

a +
i
jkaR k

b 0 , 

 
a
ijkR 0 , 

a
bcdR +

i
c

a
bdiR  –

a
icdR i

b –
a
bciR i

d 0 , 

 
a
bijR – k

b
a
kijR  0 , 

a
ijbR – k

b
a
ijkR  0 , 

 
a
bciR +

a
jicR j

b +
a
bijR j

c 0 , 
a
ibcR -

a
ijcR j

b +
a
ijbR j

c 0 . 

Теорема 2. Сужение поля тензора кривизны 
I
JKLR  на по-

верхность mTX  дает один простейший подтензор {
a
ijkR } и 

десять простых подтензоров: { i
jklR , 

a
ijkR }, {

a
bijR , 

a
ijkR }, {

a
ijbR , 

a
ijkR }, {

i
ajkR , 

a
bijR , i

jklR , 
a
ijkR }, { i

jkaR , a
ijbR , i

jklR , 
a
ijkR }, { a

bciR , 

a
bijR , 

a
ijbR , 

a
ijkR }, {

a
ibcR , 

a
ijbR , 

a
ijkR }, { a

bcdR , a
bciR , a

ibcR , 
a
ijkR , 

a
ijbR , a

bijR }, {
i
abjR , a

bciR , 
a
bijR , 

a
ijbR , 

a
ijkR , 

i
jkaR , 

i
ajkR , 

i
jklR }, 

{
i
jabR , 

a
ibcR , 

a
ijbR , i

jkaR , 
a
ijkR , 

i
jklR }. 

Используя (9, 11, 12), получим дифференциальные урав-

нения для величин ( 310 ): 

 
a
ijk


+ a

bi
b
jkS  0  ( j

b
a
ji

a
bi  ). 

Равенства 
a
ijk


=0, инвариантные лишь в совокупности с ра-

венствами 
a
ijS =0, позволяют говорить о симметрии компонент 

a
ijk  по нижним индексам. 
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Определение 2. Объект {
a
ijk


,

a
ijS } назовем псевдотензором 

несимметричности 2-го порядка поверхности mTX . Поверх-

ность mTX , на которой 
a
ijS =0, 

a
ijk


=0, будем называть сим-

метричной порядка 2 поверхностью; в случае 
a
ijS =0, 

a
ijk


 0 – 

полусимметричной порядка 2 поверхностью. 
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О. Sazonova 

 

THE SYMMETRIC AND SEMISYMMETRIC SURFACES 

IN AFFINELY CONNECTED SPACE 

 

In affinely connected space An,n the surface as a set of points Xm 

and as a family of tangent planes TXm is considered. The space An,n 

with dependent torsion on a surface Xm is entered. The restriction of 

fields of torsion and curvature tensors on a surface TXm gives a se-

ries elementary and simple subtensors. It allows to lead the classi-

fication of surfaces of a space An,n depending on a symmetry of its 

fundamental objects. 




