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Алгебры с сопряжением 
и геометрия неквадратичных форм 

 
Рассматриваются алгебры с сопряжением, представляю-

щие обобщение композиционных алгебр. Такие алгебры на 
линейном пространстве задают геометрическую структуру с 
фундаментальной формой произвольной степени. На гладких 
многообразиях фундаментальная форма определяется при по-
мощи расслоений алгебр с сопряжением и задает на многооб-
разии почти риманову структуру. 
 
Ключевые слова: алгебра, векторное расслоение, калибровочная 

группа движений, почти риманово пространство. 
 
В геометрии линейных пространств с фундаментальной 

квадратичной формой важную роль играют композиционные 
алгебры, которые характеризуются тождеством 

 )()()( ygxgyxg  ,  (1) 

где )(xg  — квадратичная форма, заданная на линейном про-

странстве алгебры A , и Ayx ,  — произвольные элементы 

этой алгебры. К таким алгебрам относятся алгебры комплекс-
ных и двойных чисел, кватернионов и антикватернионов, ок-
тав и антиоктав, а произвольные алгебры Клиффорда пред-
ставляют собой тензорные произведения композиционных ал-
гебр [1]. 
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Композиционные алгебры характеризуются тем, что на 
них можно задать эндоморфизм сопряжения xx , такой, что 

 )(xgxx   и xyyx    (2) 

для любых Ayx ,  [2]. 
Обобщением композиционных алгебр будут алгебры, в ко-

торых отображение xx  , удовлетворяющее условиям (2), 
уже не будет эндоморфизмом, а форма )(xg  будет однород-

ным многочленом произвольной степени m . При этом ото-
бражение xx   будет называться сопряжением (как и в слу-
чае композиционных алгебр), а сами эти алгебры мы будем 
называть алгебрами с сопряжением. 

Определение алгебр с сопряжением естественно ставит во-
прос о существовании таких алгебр (отличных от композици-
онных). Положительный ответ на этот вопрос дает следующее 
утверждение. 

Теорема (о групповых алгебрах). Любая групповая алгебра 
является алгеброй с сопряжением. 

Доказательство. Пусть )(GF  — групповая алгебра над 

полем F  с базовой группой G  и mee ,,,1 1   элементы этой 

группы, так что произвольный элемент )(GFx  представля-

ется линейной комбинацией mmexexxx  110 . Тогда ли-

нейное алгебраическое уравнение bax   будет эквивалентно 

системе линейных скалярных уравнений kr
r
k bx  , где строки 

детерминанта r
ka  det)(   представляют собой перестановки 

координат элемента mmeaeaaa  110 . 

Обозначим теперь kA  алгебраические дополнения к эле-

ментам первой строки детерминанта )(a , и положим что 

 mmeAeAAa  110 .  (3) 

Тогда из свойств определителей следует, что )(aaa  . 
Поэтому, если принять детерминант произвольного элемента 



И. М. Бурлаков 

65 

)(GFx  за фундаментальную форму степени m , то первое из 
тождеств (2) будет выполнено. И нам остается показать, что 

для сопряжения, определенного по формуле (3): abba  . 
Для этого заметим, что если 0)( a , то элемент a  обра-

тим, и )(1 aaa  . Поэтому для обратимых элементов 

 
)()()()( ba
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так как )()()( baba    в силу ассоциативности групповой 

алгебры [3]. А на любые элементы тождество abba   рас-
пространяется по непрерывности, поскольку множество эле-
ментов )(GFx , для которых 0)( x , образует алгебраиче-
скую гиперповерхность в m-мерном аффинном пространстве. 
Теорема доказана. 

Заметим еще, что групповые алгебры не исчерпывают все-
го множества алгебр с сопряжением. Например, алгебрами с 
сопряжением будут альтернативные почти групповые алгеб-
ры, то есть альтернативные алгебры, у которых произведение 
базисных векторов лишь некоторым скалярным множителем 
отличается от группового умножения элементов базовой 
группы. 

На линейном пространстве алгебры с сопряжением A  ото-
бражение xx   определяет геометрию с фундаментальной 
формой xxxg )( , в которой движениями будут преобразо-
вания, задаваемые функциями 

 xaxLx a  )(  или axaxAdx a  )( ,  (4) 

где x  — произвольный элемент алгебры A , а a  принадлежит 
специальной регулярной группе AS  , то есть 1)( ag . При 
этом легко видеть, что множество преобразований вида (4) 
образуют группы )GL(L AS  , )GL(Ad AS  . 

Форма xxxg )(  инвариантна относительно преобразо-

ваний (4), поэтому длину векторов Ax  можно задать фор-
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мулой k xxxl )( , где )(deg xgk  . В случае композици-

онных алгебр определенная так длина вектора будет совпадать 
с евклидовой или псевдоевклидовой длиной. В случае же ко-

гда неравенство  Rcxl )(  определяет выпуклое тело, мы 
говорим, что алгебра с сопряжением A  удовлетворяет усло-
вию выпуклости, тогда величина )(xl  определяет метрику 
Минковского [4]. 

Для унитальных алгебр с сопряжением помимо формы 
)(xg  рассмотрим еще полулинейную функцию xy, , пред-

ставляющую собой скалярную часть произведения xy  , кото-

рая очевидно будет инвариантна относительно преобразова-
ний вида (4). Для композиционных алгебр эта функция дает 
евклидово или псевдоевклидово скалярное произведение, по-
этому xy,  можно считать аналогом скалярного произведе-

ния в геометрии с фундаментальной формой )(xg . При помо-

щи этой функции определяется угловая мера для пары векто-
ров, получаемых из единицы алгебры левыми сдвигами, ана-
логично тому, как эта мера определяется на линейных про-
странствах композиционных алгебр. 

Геометрическую структуру, задаваемую на линейном про-
странстве алгебры с сопряжением фундаментальной формой 

xxxg )( , можно локально перенести на гладкие многообра-

зия. Для этого над каждым касательным пространством qT  в 

точках Mq  гладкого многообразия M  построим алгебру 

qA  изоморфную некоторой алгебре с сопряжением A  и рас-

смотрим объединение 

 
Mq

qAAM


 . 

Таким образом, мы получим векторное расслоение с то-
тальным пространством AM , базой M , типовым слоем A  и 
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естественной проекцией MAMπ : , такой что qAπ q )( . 

Сечения AMMqη :)(  этого расслоения образуют беско-

нечномерную алгебру, ограничения которой на каждую точку 
q  дают алгебры qA . 

Отображения сопряжения элементов в каждом слое qA  

индуцирует отображение )()( qηqη   сопряжения алгебраи-

ческих полей )(qη . И на гладком многообразии M  возникает 

форма )()())(( qηqηqηg  , инвариантная относительно калиб-

ровочных групп преобразований вида 

 )()()( qηqaqη   или )()()()( qaqηqaqη  , 

где 1)()(  qaqa . Форма ))(( qηg  на гладком многообразии M  

определяет почти риманову геометрическую структуру, в ко-
торой длина касательного вектора qTqξ )(  определяется сле-

дующей формулой: 

 m qξqξqξl )()())((  .  (5) 

А скалярная часть произведения )()( qμqη  , где )(qη  и 

)(qμ  произвольные алгебраические поля, дает полулинейную 

форму скалярного произведения, при помощи которого опре-
деляется угловая мера для пар касательных векторов. 

В случае когда A  композиционная алгебра, мы на гладком 
многообразии M  получим риманову или псевдориманову 
геометрию. И в этом случае калибровочная группа, элемента-
ми которой являются алгебраические поля )(qa , удовлетво-

ряющие условию 1)()(  qaqa , будет спинорной группой со-

ответствующего риманова или псевдориманова пространства. 
[5]. Если же алгебра A , задающая типовой слой алгебраиче-
ского расслоения, удовлетворяет условию выпуклости, то 
фундаментальная форма ))(( qηg  на гладком многообразии за-

дает финслерову геометрию [4]. 
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Algebras with conjugation and geometry of nonquadratic forms 
 
Algebras with conjugation, representing a generalization of composi-

tion algebras are considered. Such algebras on a linear space give geometric 
structure with a fundamental form of arbitrary degree. On smooth mani-
folds fundamental form is defined by means of bundles of algebras with 
conjugation and sets almost Riemannian structure on a manifold. 
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О характеристических классах Маслова 
лежандровых подмногообразий 

почти контактных кэлеровых пространств 
 

На многообразии с почти контактной метрической струк-
турой определяется N-продолженная симплектическая связ-
ность. С помощью N-продолженной симплектической связно-
сти определяются обобщенные классы Маслова лежандровых 
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