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Плоские связности в области 
проективного пространства 

 
В проективном пространстве рассмотрена область, описан-

ная точкой. Над областью возникает главное расслоение, ти-
повым слоем которого является подгруппа стационарности 
точки. 

В этом расслоении задана фундаментально-групповая связ-
ность по Г. Ф. Лаптеву. Показано, что оснащение Бортолотти 
рассматриваемой области индуцирует центропроективные связ-
ности трех типов в ассоциированном расслоении, причем дан-
ные связности имеют нулевую кривизну и нулевоекручение. 

Даны геометрические характеристики полученным связ-
ностям. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, связность, расслое-
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Теория связностей различных многообразий имеет широ-
кое применение в математике и физике. 

Связность с нулевой кривизной (плоская связность) играет 
важную роль в теории солитонов (см., напр., [9]). Аффинные и 
эквиаффинные связности нулевой кривизны были изучены в 
работах [3; 5], а в [4] тот же автор рассмотрел ненулевую кри-
визну для связностей внередуктивных пространствах. 
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В [2] Гольдберг исследовал нулевую кривизну параметри-
ческого семейства многомерных плоскостей и показал, что 
аффинная связность является проективно евклидовой тогда и 
только тогда, когда рассмотренный им объект имеет нулевую 
кривизну. 

В [10] Трофимов рассмотрел каноническую связность с 
нулевой кривизной на расслоении линейных реперов. 

Нулевая кривизна влияет на тип параллельных перенесе-
ний. Если компоненты объекта кривизны групповой связности 
равны нулю, то параллельные перенесения в рассматриваемой 
связностиявляются абсолютными; обратное тоже верно (см. 
[7; 8]). 

Исследуем кривизну и кручение связности на многообра-
зии Грассмана точек. 

В проективном пространстве ௡ܲ будем использовать по-
движной репер {ܣ, ,ܫ) {ூܣ … ൌ 1,… , ݊) с инфинитезимальными 
перемещениями 

ܣ݀ ൌ ܣߠ ൅ ߱ூܣூ, 

ூܣ݀ ൌ ூܣߠ ൅ ߱ூ
௃ܣ௃ ൅ ߱ூܣ, 

где линейная форма ߠ играет роль множителя пропорциональ-
ности, а формы Пфаффа ߱ூ,߱ூ, ߱௃

ூ удовлетворяют структур-
ным уравнениям Картана проективной группы ܲܩሺ݊ሻ 

ூ߱ܦ ൌ ߱௃ ∧ ߱௃
ூ, 

ூ߱ܦ ൌ ߱ூ
௃ ∧ ߱௃, 

௃߱ܦ
ூ ൌ ߱௃

௄ ∧ ߱௄
ூ ൅ ௃ߜ

ூ߱௄ ∧ ߱௄ ൅ ߱௃ ∧ ߱ூ. 

Рассмотрим частный случай многообразия Грассмана 
,ሺ݉ݎܩ ݊ሻ всех m-мерных плоскостей ܮ௠, когда ݉ ൌ 0. Таким 
образом, получим многообразие Грассмана ܸ ൌ ,ሺ0ݎܩ ݊ሻ точек 
[12]. 

Формы ߱ூ являются главными, так как при их обнулении 
фиксируется точка ܣ. 
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Получим главное расслоение ܩሺܸሻ (dim ܩ ൌ ݊ሺ݊ ൅ 1ሻ), ко-
торое является расслоением центропроективных реперов с ти-
повым слоем — подгруппой ܩ стационарности точки ܣ: 

ூ߱ܦ ൌ ߱ூ
௃ ∧ ߱௃, 

௃߱ܦ
ூ ൌ ߱௃

௄ ∧ ߱௄
ூ . 

В статье [1] автор рассмотрел такую область проективного 
пространства, задав фундаментально-групповую связность в 
ассоциированном направлении методом Г. Ф. Лаптева. Были 
исследованы центропроективные связности трех типов, полу-
чены условия их совпадения и дана геометрическая интерпре-
тация связности 1-го типа. 

Связность в главном расслоении ܩሺܸሻ зададим способом 
Лаптева — Лумисте [6]: 

෥߱௃
ூ ൌ ߱௃

ூ െ Г௃௄
ூ ߱௄, 

෥߱ூ ൌ ߱ூ െ Гூ௃߱௃. 

Компоненты объекта связности Г ൌ ൛Г௃௄
ூ , Гூ௃ൟ удовлетво-

ряют дифференциальным уравнениям 

ΔГ௃௄
ூ െ ௃ߜ

ூ߱௄ െ ௄ߜ
ூ ߱௃ ൌ Г௃௄௅

ூ ߱௅, 

ΔГூ௃ ൅ Гூ௃
௄߱௄ ൌ Гூ௃௄߱௄, 

причем оператор Δ действует по закону 

ΔГ௃௄
ூ ൌ ݀Г௃௄

ூ ൅ Г௃௄
௅ ߱௅

ூ െ Г௅௄
ூ ߱௃

௅ െ Г௃௅
ூ ߱௄

௅ . 

Структурные уравнения форм связности имеют вид 

ܦ ෥߱௃
ூ ൌ ෥߱௄

ூ ∧ ෥߱௃
௄ ൅ ௃ܴ௄௅

ூ ߱௄ ∧ ߱௅, 

ܦ ෥߱ூ ൌ ෥߱ூ
௃ ∧ ෥߱௃ ൅ ܴூ௃௄߱௃ ∧ ߱௄, 

где 

௃ܴ௄௅
ூ ൌ Г௃ሾ௄௅ሿ

ூ ൅ Гிሾ௄
ூ Г௃௅ሿ

ி , 
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ܴூ௃௄ ൌ Гூሾ௃௄ሿ ൅ Г௅ሾ௃Гூ௄ሿ
௅  

являются компонентами кривизны ܴ ൌ ሼ ௃ܴ௄௅
ூ , ܴூ௃௄ሽ связности 

Г. Квадратные скобки означают альтернирование по крайним 
индексам. 

При продолжении дифференциальных уравнений получим 
следующие сравнения по модулю базисных форм ߱ூ: 

ΔГ௃௄௅
ூ ൅ Г௃௄

ூ ߱௅ ൅ Г௃௅
ூ ߱௄ ൅ Г௅௄

ூ ߱௃ െ ௅ߜ
ூГ௃௄

ி ߱ி ≡ 0, 

ΔГூ௃௄ ൅ Г௃ூ௄
௅ ߱௅ ൅ 2Гூ௃߱௄ ൅ Гூ௄߱௃ ൅ Г௄௃߱ூ ≡ 0. 

Подставим формы связности ෥߱௃
ூ в структурные уравнения 

базисных форм ߱ூ, тогда 

ூ߱ܦ ൌ ߱௃ ∧ ෥߱௃
ூ ൅ ௃ܵ௄

ூ ߱௃ ∧ ߱௄, 

где ௃ܵ௄
ூ ൌ Гሾ௃௄ሿ

ூ  — компоненты объекта кручения ܵ. 

Произведем оснащение Бортолотти [13] многообразия ܸ, 
которое состоит в присоединении к каждой точке ܣ гипер-
плоскости ௡ܲିଵ, не проходящей через данную точку. Данное 
оснащение индуцирует центропроективные связности трех 
типов в расслоении центропроективных реперов ܩሺܸሻ, ассо-
циированном с областью ܸ проективного пространства ௡ܲ (см.: 
[1]): 

Г
଴

௃௄
ூ ൌ െߜ௃

ூߣ௄ െ ௄ߜ
ூ  ,௃ߣ

Г
଴ଵ

ூ௃ ൌ െߣூߣ௃,  Г
଴ଶ

ூ௃ ൌ ூ௃ߣ െ ௃,  Гߣூߣ2
଴ଷ

ூ௃ ൌ െߣூ௃. 

Находим охваты пфаффовых производных компонент объ-
екта связности Г: 

Г
଴

௃௄௅
ூ ൌ െߜ௃

ூߣ௄ߣ௅ െ ௄ߜ
ூ  ,௅ߣ௃ߣ

Г
଴ଵ

ூ௃௄ ൌ െ2ߣூߣ௃ߣ௄; 

Г
଴ଶ

ூ௃௄ ൌ ௄ߣூ௃ߣ2 ൅ ௃ߣூ௄ߣ ൅ ூߣ௄௃ߣ െ  ;௄ߣ௃ߣூߣ6
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Г
଴ଷ

ூ௃௄ ൌ െ2ߣூ௃ߣ௄ െ ௃ߣூ௄ߣ െ ூߣ௄௃ߣ ൅  .௄ߣ௃ߣூߣ2

Учитывая полученные охваты, имеем 

ܴ
଴ଵ

௃௄௅
ூ ൌ 0,   ܴ

଴ଵ

ூ௃ ൌ 0; 

ܴ
଴ଶ

௃௄௅
ூ ൌ 0,   ܴ

଴ଶ

ூ௃ ൌ 0; 

ܴ
଴ଷ

௃௄௅
ூ ൌ 0,   ܴ

଴ଷ

ூ௃ ൌ 0. 

Таким образом, справедлива следующая теорема: 
Теорема 1. Тензор кривизны ܴ во всех трех связностях 

имеет нулевые компоненты, то есть индуцированные цен-
тропроективные связности в расслоении над областью ܸ 
проективного пространства имеют нулевую кривизну, таким 
образом, связности являются плоскими. 

Учитывая охват в выражениях компонент кручения, полу-
чим 

ܵ
଴

௃௄
ூ ൌ 0. 

Таким образом, справедлива следующая теорема: 

Теорема 2. Тензор кручения ܵ в связности Г
଴
 имеет нулевые 

компоненты, то есть индуцированные центропроективные 
связности в расслоении над областью ܸ проективного про-
странства имеют нулевое кручение, то есть связность будет 
симметрической [11]. 

Дадим геометрическую характеристику оснащающей ги-
перплоскости ௡ܲିଵ. 

Гиперплоскость зададим точками 

ூܤ ൌ ூܣ ൅  ,ܣூߣ

где ߣ ൌ ሼߣூሽ — оснащающий квазитензор, компоненты кото-
рого удовлетворяют дифференциальным сравнениям по моду-
лю базисных форм ߱ூ 

ூߣ∆ ൅ ߱ூ ≡ 0. 
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Находя дифференциалы точек ܤூ и учитывая охваты, по-
лучим 

ூܤ݀ ൌ ሺߠ െ ூܤ௃߱௃ሻߣ ൅ ෥߱
଴

ூ
௃ܤ௃ ൅ ሺ׏

଴ଵ
ூߣ െ  (1)          ,ܣ௃߱௃ሻߣூߣ

ூܤ݀ ൌ ሺߠ െ ூܤ௃߱௃ሻߣ ൅ ෥߱
଴

ூ
௃ܤ௃ ൅ ሾ׏

଴ଶ
ூߣ ൅ ൫ߣூ௃ െ  ,ܣ௃൯߱௃ሿߣூߣ

ூܤ݀ ൌ ሺߠ െ ூܤ௃߱௃ሻߣ ൅ ෥߱
଴

ூ
௃ܤ௃ ൅ ሾ׏

଴ଷ
ூߣ ൅ ൫െߣூ௃ ൅  ,ܣ௃൯߱௃ሿߣூߣ

где ׏
଴ଵ
׏,ூߣ

଴ଶ
׏,ூߣ

଴ଷ
-ூ — ковариантные дифференциалы оснащаюߣ

щего квазитензора в соответствующих связностях. 
Из полученных формул видно, что при обращении ковари-

антных дифференциалов в нуль во всех трех связностях осна-
щающая плоскость остается на месте. 

Замечание. Ковариантные дифференциалы 

ூߣ׏ ൌ ூߣ݀ െ ௃ߣ ෥߱ூ
௃ ൅ ෥߱ூ ൌ ሺߣூ௃ െ Гூ௃ ൅ ௄Гூ௃ߣ

௄ ሻ߱௃ 

оснащающего квазитензора ߣ в связностях имеют вид 

׏
଴ଵ
ூߣ ൌ ሺߣூ௃ െ  ,௃ሻ߱௃ߣூߣ

׏
଴ଶ
ூߣ ൌ 0, 

׏
଴ଷ
ூߣ ൌ 2ሺߣூ௃ െ  .௃ሻ߱௃ߣூߣ

Таким образом, ׏
଴ଵ
ூߣ ൌ 0 и ׏

଴ଷ
ூߣ ൌ 0, если ߣூ௃ ൌ  .௃ߣூߣ

Теорема 3. Простой подобъект Г
଴

ଵ ൌ ሼГ
଴

௃௄
ூ ሽ объектов связ-

ности Г
଴ଵ

, Г
଴ଶ

, Г
଴ଷ

 характеризуется центральным проектирова-
нием плоскости ௡ܲିଵ ൅ ݀ ௡ܲିଵ, смежной с гиперплоскостью 

௡ܲିଵ, на исходную плоскость ௡ܲିଵ из центра — точки ܣ. 
Доказательство. Проекция плоскости ௡ܲିଵ ൅ ݀ ௡ܲିଵ, кото-

рая смежна с плоскостью ௡ܲିଵ, из центра — точки A опреде-

ляется формами связности ω෥
଴

୍
୎, которые выражаются с помо-
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щью подобъекта Г
଴

ଵ ൌ ൜Г
଴

୎୏
୍ ൠ, так как имеет место равенство (1). 

Таким образом, справедливо утверждение 

Г
଴

ଵ:					 ௡ܲିଵ ൅ ݀ ௡ܲିଵ ⟶
୅

௡ܲିଵ. 

Теорема доказана. 
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Flat connections in a domain of projective space 

 
Submitted on December 15, 2024 

 
The theory of connections of manifolds has wide application 

in mathematics and physics. 
Flat connection affects the type of parallel translations. 
In the present paper, we study the curvature and torsion of 

connections on the Grassmann manifold of points. 
In projective space, the region described by a point is considered. 

A principal bundle arises over the domain, the typical fiber of 
which is the stationarity subgroup of a point. 

A fundamental group connection according to G. F. Laptev is 
given in this bundle. It is shown that the Bortolotti’s clothing of 
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О. О. Белова 

67 

the domain induces centroprojective connections of three types in 
the associated bundle, and these connections have zero curvature 
and the connections are torsion-free. 

A geometric characteristics of the resulting connections are given: 
1) when the covariant differentials vanish in all three connec-

tions, the clothing hyperplane is immovable; 

2) a simple subobject Г
଴

ଵ ൌ ሼГ
଴

௃௄
ூ ሽ of connection objects Г

଴ଵ
, Г
଴ଶ

, Г
଴ଷ

 
is characterized by the central projection of the plane ௡ܲିଵ ൅ 
൅	݀ ௡ܲିଵadjacent to the hyperplane ௡ܲିଵ to the original plane ௡ܲିଵ 
from the center — the point ܣ. 
 
Keywords: projective space, connection, fibering, Bortolotti’s clothing, 

curvature, torsion 
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