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НОРМАЛИЗАЦИИ ФОССА И ГРИНА  
ГИПЕРПОЛОСНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

АФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА 
 

Внутренним инвариантным образом построены нормализации 
Фосса и Грина основных структурных подрасслоений гиперполосного 
распределения H -распределения аффинного пространства. 

 
Voss and Green's normalizations of the main structural subbundles of 

hyperband distribution of H -distribution of affine space are constructed in-
ternally invariantly. 
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Во всей работе использована следующая схема индексов: 

, , 1, ; , , 1, ; , , , 1, 1; , , , 1, 1; , , , 1, .J K L n i j k m m n a b c n m n                   

Знак  означает сравнение по модулю базисных форм .K  

1. Рассмотрим n-мерное аффинное пространство An, отнесенное к 
подвижному реперу 1 2{ , , , , },nA e e e

    дифференциальные уравнения 
инфинитезимального перемещения которого имеют вид 

 , ,J K
J j J KdA e de e   
  

 (1) 

а инвариантные формы J  и K
J  аффинной группы преобразований 

удовлетворяют структурным уравнениям аффинного пространства 

 , .J L J K L K
J J LLd d         (2) 

Известно [1; 2], что в дифференциальной окрестности 2-го порядка 
регулярное H -распределение (гиперполосное распределение) аффин-
ного пространства An задается относительно репера R1 уравнениями 

 , , , ,n n K K n n i i K
i iK i iK K

  
                 


  (3) 

где функции в системе (3) удовлетворяют условиям 

 
, , ,

, .

n n L n L n n K
iK iKL iK iK n iKL K

n n n K i n i i L
n n nK K K n KL

  
 


     

             

           
 (4) 
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В общем случае определители  

0 det ,n
ij   0 det ,nL   0 det n

abH    

отличны от нуля. 
Компоненты определителя H0 имеют строение 

0 det det
0

n n
n ij ib
ab n

ab

H
 

  


 

и удовлетворяют уравнениям 

.n n K
ab abK     

Для невырожденных несимметрических фундаментальных тензо-
ров { },n

ij { },n
 { }n

ab  1-го порядка введем несимметрические обращен-

ные тензоры { },ij
n { },n

 { },ab
n  компоненты которых удовлетворяют со-

отношениям 

, ,ij jin n i n n ab n ba n a
n jk n kj k n n n bc n cb c

  
                        

и, соответственно, уравнениям 

 0, 0, 0.ij ab
n n n

       (5) 

2. Следуя работе [3], назовем фокальной гиперплоскостью базисного  
-подрасслоения в центре A данного H -распределения всякую гиперп-
лоскость (A), которая содержит две бесконечно близкие плоскости  
-подрасслоения при смещении центра A вдоль некоторой интеграль-
ной кривой -подрасслоения. 

Так как (A)  (A), то уравнение гиперплоскости (A) в локальном 
репере R1 зададим в виде 
 x


  nxn  0. (6) 

Из (1)—(3) следует, что  

 
0 0

, .j j ji n
i i j ij ij nidA e de e e e 


   

         
    

 (7) 

В силу (6), (7) для искомых интегральных кривых -подрасслоения 
выполняются соотношения 

 0, ( ) 0.jn n
ij n ij

 
           (8) 

Система (8) имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, ко-
гда выполняется условие 

 det 0.n
ij n ij


      (9) 

Таким образом, уравнение (9) определяет геометрическое место фо-
кальных гиперплоскостей — фокальный гиперконус класса m [3], вершина 
которого есть m-плоскость (A). 
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Линейной полярой гиперплоскости H(A) [4] относительно фокального 
гиперконуса (9) является связка гиперплоскостей 

 
1

0,ji
n ij nm


       

которую, используя (6), представим в виде 

 
1

( ) 0.ji n
ij nx x

m
 

      (10) 

Все гиперплоскости связки (10) пересекаются по (m  1)-плоскости 

 1( ) [ ; , ],m i n nA A e e e   
  

 (11) 

которую и будем называть линейной полярой гиперплоскости H(A) [4] от-
носительно фокального гиперконуса (9). 

В локальном репере R1(A) плоскость m1 (11) задается уравнениями 

 0,n
nx x    

где функции ,n
  согласно (4), (5), удовлетворяют уравнениям  

 
1

, .ji K
n ij n n n nKm
              (12) 

Поле квазитензора { }n
  (12) 1-го порядка задает поле нормалей 

m1 1-го порядка L-подрасслоения. 
3. Аналогичные построения (см. п. 2) производим для L-подрасслое-

ния данного H -распределения. Уравнение искомой фокальной гипер-
плоскости (A) L-подрасслоения зададим следующим образом (в ло-
кальном репере R1): 
 ixi  nxn  0. (13) 

Геометрическое место фокальных гиперплоскостей (A) (13) L-под-
расслоения — фокальный гиперконус класса (n  m  1), вершиной ко-
торого служит плоскость L(A), представим в виде 

 det 0.n i
n i        (14) 

Линейной полярой гиперплоскости H(A) относительно гиперкону-
са (14) является связка гиперплоскостей 

 
1

( ) 0,
1

i i n
n ix x

n m


    
 

 

которая определяет (n  m)-плоскость 

 ( ) [ ; , ],i
n m n n iA A e e e   

  
 (15) 

где 

 
1

, .
1

i i i i i K
n n n n nKn m


        

 
 (16) 
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Таким образом, поле квазитензора { }i
n  (16) 2-го порядка задает по-

ле плоскостей nm (15) — поле нормалей 1-го рода -подрасслоения. 
Плоскости (11) и (15) пересекаются в каждом центре A по прямой 

1 1( ) [ ; ( )] :A A A  


 

 1 1 1( ) ( ) ( ), ( ) ,a
m n m n n aA A A A e e       

  
 (17) 

где 

 { } { , }, .a i a a a K
n n n n n nK

          (18) 

Следуя работам [5; 6], прямую 1(A) (17) назовем нормалью Фосса  
H -распределения в центре A. Соответственно плоскости m1(A) (11) и 
nm(A) (15) назовем нормалями Фосса 1-го рода в смысле Нордена [7] L-,  
-подрасслоений данного H -распределения. 

В силу биекций Бомпьяни — Пантази [2] полям нормалей Фосса 

{ },n
 { },i

n { }a
n  1-го рода поставим в соответствие поля нормалей 2-го ро-

да L-, -, H-подрасслоений { }, { },i { } :a  

 , ,n K
n K


              

 , ,jn K
i ij n i i iK          

 , ,n b K
a ab n a a aK          

где 

 , , , ,j jn n n n
n n i ij n i ij n


                     

 , , .jj jn n b K
a an a ab n n n nK              

В результате справедлива 
Теорема 1. Нормаль Фосса 1(A) H -распределения в каждом центре A 

есть пересечение линейных поляр гиперплоскости H(A) относительно фо-
кальных гиперконусов (9) и (14) соответственно L-, -подрасслоений. 
H -распределение внутренним инвариантным образом порождает норма-

лизацию Фосса ( , )n


   L-подрасслоения в дифференциальной окрестности 

1-го порядка и нормализации Фосса ( , ),i
n i  ( , )a

n a   соответственно L-,  
H-подрасслоений в дифференциальной окрестности 2-го порядка. 

4. Пусть задано поле нормалей 1-го рода 

 1 [ ; ]a
n n a nA e e    

 
  

оснащающего H-распределения: 

 .a a a K
n n nK      (19) 

Рассмотрим фокальные образы, связанные с -, L-подрасслоениями 
данного H -распределения. 
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Найдем фокальное многообразие ( , )n m   нормали 1-го рода 

( ) [ ; , ( )]n m nA A L A  


 

плоскости (A) при смещении центра A вдоль кривых (): 

 1 1( ) : , , , 0, 0,i i i i i nD                    (20) 

принадлежащих -подрасслоению. 
Пусть F — фокальная точка плоскости ( ) :n m A  

, .n a
n n n a nF A y e y e e

       
    

 

Из условия ее фокальности 

( )n i
n i n ndF y e y e e e 

      
    

 

в силу соотношений (1), (3), (19), (20), в частности, находим: 

 [ ( )] 0.ji i n i n k i i
j j nj kj n n j ny y 

               (21) 

Нетривиальное решение (относительно форм j) система (21) имеет 
тогда и только тогда, когда определитель системы равен нулю. Отсюда 
следует, что фокальное многообразие ( , )n m   задается уравнениями 

 , det ( ) 0,i i n i i n i n k i i
n j j nj kj n n j ny y y y 

                 (22) 

т. е. является алгебраическим многообразием размерности (n  m  1) 
порядка m. 

Линейная поляра центра A H -распределения относительно фо-
кального многообразия ( , )n m   есть плоскость Knm1(A)  nm(A): 

 , 1 0,i i n n
n ny y y y

        (23) 

где 

 

K

K

1
, ,

1
( ), .

i
i K

i n k i i
n ni ki n n i n n nK

m

m

   




       

             
 

Отметим, что плоскость Knm1(A) (23) — аналог плоскости Кёнигса 
[8] для элемента -подрасслоения (для -плоскости) в данном центре A. 
В силу этого точку пересечения нормали ( )n A


 с плоскостью Knm1(A), 

т. е. точку 

 
1

( ) : , ,
a

a nn
n

n n n n

K y y 
 


  

       
 

назовем точкой Кёнигса для данного H -распределения, ассоциированной с  
-подрасслоением, или -виртуальной точкой Кёнигса. 
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Фокальное многообразие ( , )L   плоскости L(A) при смещении 

центра A вдоль кривых () (20) имеет вид 

 0, 0, det 0,i n i i
j jy y y

       (24) 

т. е. является алгебраическим многообразием размерности (n  m  2) 
порядка m. 

Линейная поляра центра A относительно многообразия (24) есть 
плоскость Knm2(A): 

 0, 0, 1 0,i ny y y
      (25) 

которая является нормалью 2-го рода плоскости L(A). 
Следует заметить, что структура плоскости Кёнигса Knm1() (23) та-

кова: 

1 2( ) [K ( ), K ( )],n m n m nK A       

где Kn() — -виртуальная точка Кёнигса. 
Если задать другое поле инвариантных нормалей 


 H-подрасслое-

ния, то в соответствующей точке A плоскость Кёнигса имеет следую-
щий вид: 

1 2( ) [K ( ), K ( )],n m n m nK A 
       

т. е. плоскость Knm2(A) (25) есть ось оснащающих плоскостей Кёнигса в 
нормалях 1-го рода h m  -подрасслоения в данном центре A. 

Таким образом, имеет место 
Теорема 2. Для пучка нормалей 1-го рода Nnm(A) плоскости (A) в дан-

ном центре A все плоскости Кёнигса проходят через неподвижную плоскость 
Knm2(A) (25) — ось пучка плоскостей Кёнигса. 

Следствие. Ось пучка плоскостей Кёнигса Knm2(A) (25) всех нормалей 
1-го рода h m  плоскости (A) в данном центре A H -распределения есть 

линейная поляра центра A относительно фокального многообразия ( , )L   

плоскости L(A). 

5. Аналогично находим в каждом центре A фокальное многообра-
зие 1( , )m L  нормали 1-го рода 1( )n A


 плоскости L(A) при смеще-

ниях центра A вдоль кривых 

 1 1 1( ) : , , , 0, 0,i nD                      (26) 

принадлежащих L-подрасслоению 

 , det ( ) 0,n i n n i
n i n n n i ny y y y       

                   (27) 

где 

 , 0.n
i i i n i
   
           (28) 
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Линейная поляра центра A относительно фокального многообра-
зия ( , )L  (27) при смещении центра вдоль кривых ( )  (26) есть 

плоскость 

 ( ) : , 1 0,n i n
m n i nK A y y y y          (29) 

где 

 

K

K

1
, ,

1
1

( ), .
1

i i i iK

n i
n n n n i n nn nK

n m

n m




   
  

       
 

             
 

  

  
 (30) 

Плоскость Km (29) назовем L-виртуальной плоскостью Кёнигса в цен-
тре A. 

Пересечение многообразия (27) с плоскостью (A) определяет фо-
кальное многообразие ( , )L  плоскости (A) при смещении центра A 

вдоль кривых ( )  (26): 

 0, 0, det 0.n i
iy y y  

        (31) 

Линейная поляра центра A относительно фокального многообра-
зия (31) есть плоскость 

 1( ) : 0, 0, 1 0.n i
m iK A y y y
       (32) 

Рассмотрим (n  2)-плоскость qn2(A), проходящую через линейные 
поляры Knm2(A) (25), Km1(A) (32) точки A относительно фокальных 
многообразий (24), (31) соответственно. Плоскость qn2(A) определяется 
системой уравнений 

 0, 1 0,n a
ay q y    (33) 

где , .i iq q      

Так как задание плоскости qn2(A) зависит от выбора нормали { }n
  

L-подрасслоения (или нормали { }a
n H-подрасслоения), то, следуя рабо-

там [6], [7], плоскость qn2(A) назовем H-виртуальной плоскостью Грина 
H-подрасслоения. 

Если задано поле нормалей Фосса { }a
n H-подрасслоения, то охват 

тензора { }i  в силу (28), (30) можно представить в виде 

 
def1

( )
1

n
i i i n iG

n m
 
       

 
  (34) 

в дифференциальной окрестности 1-го порядка. В этом случае, соглас-
но работам [6; 7; 9], плоскость (33) назовем ребром Грина Gn2(A) H-под-
расслоения: 

 0, 1 0,n a
ay G y    

где 
def def

, .i iG G K        
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В биекции Бомпьяни — Пантази нормали 2-го рода Грина { }aG  со-

ответствует нормаль 1-го рода { },a
nG  где 

 ,a ab a
n n b nG G    

которую назовем нормалью 1-го рода Грина { }a
nG  H-подрасслоения, а  

H-виртуальной нормали 2-го рода Грина { }aq  (33) соответствует нор-

маль 1-го рода { },a
nq  где 

 .a ab a
n n b nq q    

Резюмируя результаты п. 5, приходим к предложению: 
Теорема 3. H-подрасслоение внутренним инвариантным образом порож-

дает нормализацию ( , )a
n aG  Фосса — Грина и нормализацию ( , )a

n aG G  Грина 
H-подрасслоения в дифференциальной окрестности 2-го порядка, а H-вирту-
альную нормализацию Грина ( , )a

n aq q  не ниже окрестности 2-го порядка (по-
рядок окрестности определяется порядком дифференциальной окрестности 
квазитензора { }n

 ). 
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