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A. Kuleshov 

 

Connections of the 2nd order on a family of centered planes  
in a projective space 

 

In the prolongation )(2
rBG  of the principal bundle )( rBG , associ-

ated with a family of centered planes rB , by Laptev — Lumiste’s way 

foundamental-group connection of the 2nd order is given. Equations of 

the object 2  of this connection and the curvature object 2R  of this 
connection are found. It is shown that connection of the 1st order   on 

the bundle )( rBG  together with affine connection i
jk  in the parameter 

space rV  induce one-parameter bunch of the connections 2 . 
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Двойственные нормальные связности  
на распределении гиперплоскостных 
элементов в римановом пространстве 

 
Построены основы двойственной теории нормаль-

ных связностей, индуцируемых на оснащенном регу-
лярном распределении гиперплоскостных элементов в 
римановом пространстве nV . 
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Ключевые слова: расширенное риманово пространство, норма-
лизация, тензор, структурные уравнения, нормальная связность, 
двойственность. 

 
Результаты работы получены с использованием инвариантных 

методов дифференциально-геометрических исследований: метода 
внешних форм Э. Картана [10], метода нормализации А. П. Норде-
на [6], метода продолжений и охватов Г. Ф. Лаптева [2]. 

На протяжении всего изложения индексы принимают сле-
дующие значения: 

 nLKI ,0,,  ; nJQPTSLKI ,1,,,,,,,  ;  

 1,1,,,,  nlskji ; 8 ,0 ; 8 ,1 . 
 

1. Рассмотрим риманово пространство nV , структурные 
уравнения которого имеют вид 

 I L I
LDθ θ θ  , QPI

KPQ
I
L

L
K

I
K rD  

2

1
; (1) 

 0 L
ILK

L
KILIKIK ggdgg  , 

K
I

LK
IL gg  , (2) 

где IKg  — невырожденный симметричный тензор риманова 

пространства nV . 

Согласно работе [8], система форм Пфаффа  I
K  

 0
I I  , L

Ln


1

10
0 

 , 0 0K  , 
1

1
I I I L
K K K Ln
 


   

 
(3) 

определяет пространство проективной связности nnP , . Формы 

этой системы в силу (1) удовлетворяют уравнениям Картана 
— Лаптева [1; 2]: 
  0

0 0 0
I L I I

L LD        , 0
0 0D  , 0 0KD  ,  

 QPI
KPQ

I
L

L
K

I
K RD 002

1   , (4) 

 0L
L  , 00

0
0

0  PQKPQ
I
PQ RRR , I

KPQ
I
KPQ rR  . 
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Пространство проективной связности nnP ,  без кручения, опреде-

ляемое системой (3), со структурными уравнениями (4) назовем 
расширенным римановым пространством [5] и обозначим *

nV . 

В расширенном римановом пространстве *
nV  рассмотрим рас-

пределение гиперплоскостных элементов  , дифференциальные 
уравнения которого в репере нулевого порядка имеют вид [3; 7]: 
 Kn

iK
n
i 0  , (5) 

 Ln
ijL

n
ij

n
ij 0

0
0   , (6) 

 Ln
inL

j
n

n
ij

n
in

n
in 0

0
0   . (7) 

Предположим, что распределение nV  регулярное (то 

есть 0 n
ij

def
): 

 i
j

n
kj

ik
n  , i

j
n
jk

ki
n  , Ln

kjL
js
n

ik
n

is
n

is
n 0

0
0   . (8) 

Функция   есть относительный инвариант первого по-
рядка и удовлетворяет следующему дифференциальному 
уравнению: 
 ))(1(ln 0

00
n
n

L
L nd   , n

ijL
ji
nL  . (9) 

2. Следуя работе [9], рассмотрим систему из 2)1( n  форм 

Пфаффа K
J : 

 K
Kn 0

0
0

0
0 1

1  


 , nkj
n

n
jn

kk
000   , nn

00   , 

 j
n

n
jii  0 , LLk

i
n
jiL

kj
n

k
i

k
i n 0)

1
( 




 , (10) 

 jn
ji

n
i 0  , 0)0(00  nn  , 0)0(0  j

ij
n

i
n  , 

 K
K

n
n

n
n n 01

1  


 . 

Преобразование I  форм проективной связности по закону 

(10) является инволютивным, то есть 1 II . Действительно, 
согласно системе (10) имеем 
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 Kn
iK

n
i 0  , (11) 

где 

 n
ji

n
ij  , jk

n
n
kn

n
ji

n
in  . (12) 

Функции n
jiL

ij
n

def

L   (см. (9)) имеют строение 

 n
kn

lk
nlnnii    , . (13) 

Справедлива 
Теорема 1. Регулярное распределение гиперплоскостных 

элементов   в расширенном римановом пространстве 
nV  

индуцирует в первой дифференциальной окрестности много-
образие   в nnP , , двойственное исходному, дифференциаль-

ные уравнения которого имеют вид (11). 
3. Предположим, что распределение (необязательно голо-

номное) гиперплоскостных элементов   в римановом про-
странстве nV  оснащено в смысле Э. Картана [14], то есть на 

nV  задано поле геометрического объекта  0, n
i
n   [3]: 

 Ki
nK

i
n

n
n

i
n

i
l

l
n

i
nd 0  , 

 K
nKns

s
n

n
nnnnd 0

00000
0

00 )0()0(   . 
Согласно [4] на оснащенном в смысле Нордена — Картана 

распределении гиперплоскостных элементов nV  каждая 

из систем форм },{ 0

 n

nn  [11]: 

 n
n

n
j

j
n

i
n

Ki
nKii

i
nnn 0

20
0

000
0

0 )()()0()0(   , 

 n
n

ni
n

i
i

n
i

i
n

n
n

n
n 0

0
00

00
0

0

2)(   ; 

 )( 00

0
00 ni

n
in

ninn B 


 , )( 00

0
ni

n
in

ni
n
n

n
n B 


 , (16) 

определяет нормальную связность [12] 

  в расслоении нор-

малей первого рода. Заметим, что на неголономном регуляр-

(15) 

(14) 
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ном распределении гиперплоскостных элементов, оснащенном 
в смысле Нордена — Картана, индуцируются восемь нормаль-

ных связностей 
70
 ; на голономном оснащенном в смысле 

Нордена — Картана распределении гиперплоскостных эле-

ментов индуцируются восемь нормальных связностей 
860 ,
 . 

Пусть распределение (необязательно голономное) гиперп-
лоскостных элементов   в римановом пространстве nV  осна-

щено в смысле Э. Бортолотти [13], то есть на nV  задано 

поле геометрического объекта }  ,{ 00
ni   [3]: 

 L
jLjj

k
jkjd 0

000
0

000 )0(   , 00 i , 

 L
nLn

j
njn

n
nnnd 0

0000
0

000 )0(   . 

В силу наличия многообразия nnP , , двойственного ис-

ходному распределению nV , системе форм (15), (16) со-

ответствует двойственная ей система форм },{ 0

 n

nn : 

 n
n

n
j

j
n

i
n

ki
nkii

i
nnn 0

20
0

000
0

0 )()(   , 

 n
n

ni
n

i
i

n
i

i
n

n
n

n
n 0

0
00

00
0

0

2)(   ; 

 )( 00

0
00 ni

n
in

ninn B 


 , )( 00

0
ni

n
in

ni
n

n
n

n B 


 . (19) 

Эта система определяет нормальную связность 


  в расслое-
нии нормалей второго рода, являющуюся двойственной [9] по 

отношению к связности 


  относительно инволютивного 
преобразования форм связности (10). 

Каждая из систем форм },{ 0

 n

nn  удовлетворяет структур-
ным уравнениям Картана — Лаптева [1; 2]: 

(17) 

(18) 
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 TS
nST

n
nnnD 00

000

2

1 


 , 

 TSn
nST

n
nD 002

1 


 . 

При   0n
ij  функции 


n

niB  на голономном распределении 

гиперплоскостных элементов nV  примут вид 

 
11

n
ni

n
ni BB  , 

322
n
ni

n
ni

n
ni BBB  , 

33
n
ni

n
ni BB  , 

 
34

n
ni

n
ni BB  , 

3
n
ni

5
n
ni

5
n
ni B6BB  , (21) 
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n
ni

n
ni BB  , 0

77

 n
ni

n
ni BB , 

88
n
ni

n
ni BB  . 

Доказана 
Теорема 2. На оснащенном в смысле Нордена — Борто-

лотти регулярном распределении гиперплоскостных элемен-
тов nV  в расслоении нормалей второго рода индуциру-

ются девять нормальных связностей 


 , определяемых сис-

темами форм (18), (19), причем связность 
8

  определена на 
голономном распределении nV . 

В силу соотношений (213), (214), (217) справедлива 
Теорема 3. На оснащенном в смысле Нордена — Бортолот-

ти голономном распределении гиперплоскостных элементов 

nV  нормальные связности 
3
  и 

4
 , 

0
  и 

7
  совпадают. 
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Dual normal connections on the distribution  
of hyperplane elements in Riemannian space 

 

Foundations of the dual theory of normal connections induced on 
equipped regular distribution of hyperplane elements in Riemannian space 

nV  are constructed. 


