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ШЕСТЬ КЛАССОВ НЕСИММЕТРИЧЕСКИХ 

МЕТРИЧЕСКИХ СВЯЗНОСТЕЙ 
 

Дана классификация несимметрических метриче-
ских связностей на основе теории представлений групп, 
и рассмотрен один из выделенных классов. Результаты 
работы были анонсированы в [1]. 

 
§ 1. Несимметрические метрические связности 

 
Рассмотрим n-мерное риманово многообразие М с метри-

ческим тензором g и связностью Леви-Чивита ∇ . Заданная на  М 
линейная связность ∇  с ненулевым кручением S называется не-
симметрической метрической связностью, если 0=∇g . Обо-
значим через S  такой тензор, что ( ) ( )( )ZYXSgZYXS ,,,, =  
для любых TMZYX ∈,, , в каждой точке .Mx∈  Очевидно, 
что ( ) MTMTS xxx

∗∗ ⊗Λ∈ 2 . 
Введем в рассмотрение два оператора: оператор альтерна-

ции ( ) ( )MTMTMT xxx
∗∗∗ Λ→⊗ΛΛ 323 :  и оператор вычисления 

следа тензора ( )( ) ( )∑=
= nk

kk eeXWXWtr
,...,1

23 ,,  для произволь-

ного ( ) MTMTW xxx
∗∗ ⊗Λ∈ 2  и ортонормированного базиса 

{ }nee ,...,1  пространства MTx . Тогда справедливо разложение 

 ( )⊕Λ⊕∧=⊗




Λ ∗∗∗ MTgMTMTMT xxxxx

3*2 R  

 ( )23
3 trKerKer ∩Λ⊕  

(1.1) 
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Непосредственно проверяется, что компоненты разложения 
(1.1) являются ортогональными и, более того, они неприводимы 
(см. [2]) относительно действия ортогональной группы ( )R,nO . 
В соответствии с этим разложением инвариантным образом 
выделим шесть классов несимметрических метрических связ-
ностей ∇ . При этом к одному классу будем относить все связ-
ности ∇ , для которых тензор xS  принадлежит одному и тому 

же инвариантному подпространству из ( ) MTMT xx
∗∗ ⊗Λ2  для 

всех Mx∈ . В результате классы несимметрических метриче-
ских связностей определятся следующими условиями: 

1) 1С∈∇ , если xxx gMTS R∧∈ ∗  для всех ,Mx∈  или 
( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )[ ]XStrYZgYStrXZgnZYXS 2323

1 ,,1,, −−= − ; 

2) 2С∈∇ , если ( )MTS xx
*3Λ∈  для всех Mx∈ ; 

3) 3С∈∇ , если ( )StrKerKerS x 23
3 ∩Λ∈  для всех ,Mx∈  

или ( ) ( ) ( ) 0,,,,,, =++ YXZSXZYSZYXS  и ( )( ) =XStr23  
( )∑=

= nk
kk eeXS

,...,
,,

1
 = 0; 

4) 31 СС ⊕∈∇ , если 3Λ∈KerS x  для всех ,Mx∈  или 
( ) ( ) ( ) 0,,,,,, =++ YXZSXZYSZYXS ; 

5) 21 СС ⊕∈∇ , если ( )MTMTgS xxxx
∗∗ Λ⊕∧∈ 3R  для всех 

,Mx∈  или ( ) ( ) =+ YZXSZYXS ,,,,  

( ) ( ) ( )−−= 










− YStrXZgn 23
1 21 , ( )( )( ) ( )( )( )]XStrYZgZStrYXg 2323 ,, − ; 

6) 32 СС ⊕∈∇ , если ( )23trKerS x ∈  для всех ,Mx∈  или 
( )( ) ( ) 0,,

,...,1
23 =∑=

= nk
kk eeXSXStr  для любых TMZYX ∈,, . 

При этом класс 1С  состоит из полусимметрических метри-
ческих связностей, которые были введены в рассмотрение 
К. Яно (см. [3]) и продолжают вызывать интерес исследовате-
лей до последнего времени (см., напр., [4; 5]). 
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Полусимметрические (не метрические) связности на глад-
ких многообразиях М рассматривались в монографии 
А. П. Нордена (см. [6, с. 148—149]). 

Связности класса 2С  определил К. Яно (см. [7, с. 78—92]) 
с целью расширения области применения «техники Бохнера», 
и им же было доказано, что связности 2С∈∇  естественным 
образом возникают в пространстве полупростой группы Ли 
(см. там же). 

 
§ 2. Класс С2 несимметрических метрических связностей 

 
Напомним, что пара связностей ∇ и S2~

+∇=∇  называ-
ется (см. [6, с. 129]) взаимной. Полагаем ( )i

kj
i
jk

i
jkS Γ−Γ= −

⋅
12  

для коэффициентов i
jkΓ  связности ∇ , найденных в локальной 

системе координат nxx ,...,1  на М, тогда коэффициентами вза-

имных связностей будут i
jkΓ  и i

jk
i
jk

i
kj

i
jk S ⋅−Γ=Γ=Γ 2~ . Из них 

можно построить коэффициенты ( )i
kj

i
jk Γ+Γ−12  средней связно-

сти 
с
∇  взаимной пары (см. там же). Поскольку при этом (см. 

[7, с. 79]) коэффициенты i
jkΓ  связности ∇  и i

jkΓ  связности 
Леви-Чивита ∇  соединены равенствами вида 

 i
kj

i
jk

i
jk

i
jk

i
jk SSS ⋅⋅⋅ −−+Γ=Γ ,  (2.1) 

где t
sjkt

isi
jk SggS .. = , то нетрудно заключить, что средняя 

связность 
с
∇  будет совпадать со связностью Леви-Чивита ∇  

тогда и только тогда, когда ( )MTS xx
∗Λ∈ 3  или, что то же са-

мое, 2С∈∇ . 
Обозначим через ∇−∇=T  тензор деформации связности 

∇  в связность ∇ . Его компоненты можно найти с помощью 
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равенств (2.1). Поскольку 0=∇g , то тензор T  такой, что 
( ) ( )( )ZYXTgZYXT ,,,, =  для любых TMZYX ∈,, , т. е. в каж-

дой точке Mx∈  он будет удовлетворять условию 
( )MTMTT xxx

∗∗ Λ⊗∈ 2 . На основании (2.1) заключаем, что 

( )MTS xx
∗Λ∈ 3  тогда и только тогда, когда ( )MTT xx

∗Λ∈ 3  в 
каждой точке Mx∈ . 

Предположим теперь, что геодезические линии ( )txx kk =  
произвольной несимметрической метрической связности ∇  
являются геодезическими линиями связности Леви-Чивита ∇  
и обратно, т. е. уравнения 

 ( )
dt

dxt
dt

dx
dt

dx
dt
xd kji

k
ij

k

λ=Γ+
2

;  (2.2) 

 ( )
dt

dxt
dt

dx
dt

dx
dt
xd kji

k
ij

k

µ=Γ+
2

  (2.3) 

выполняются одновременно. Из уравнений (2.2) на основании 
уравнений (2.3) последует 

 ( )
dt

dxt
dt

dx
dt

dxP
kji

k
ij ν=⋅ ,  (2.4) 

где ( )k
ji

k
ij

k
ij TTP ⋅⋅

−
⋅ += 12  и ( ) ( ) ( )ttt µλν −= . Это означает (см. 

[8], стр. 193—194), что для ( ) k
kjj Pnp ⋅

−+= 11  выполняется 

( ) i
k
jj

k
i

k
ji

k
ij

k
ij ppTTP δδ +=+= ⋅⋅

−
⋅

12 . Отсюда с учетом (2.1) 

находим, что ikjjkikjikij qgqgSS +=+ , где jj pq 12−−= . Если 
проциклировать последнее равенство по всем трем индексам, 
получим еще два равенства вида: 
 jkikijikjijk qgqgSS +=+  и ikjkjijikjki qgqgSS +=+ . 

Складывая все три эти равенства почленно, получаем 
0=++ kijikjjki qgqgqg . Свернем затем члены последнего ра-
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венства с kig  и найдем, что 0=jq . В результате ( )MTT xx
∗Λ∈ 3 , 

что равносильно ( )MTS xx
∗Λ∈ 3  в каждой точке Mx∈ . 

Обратное очевидно, т. е. из условия ( )MTS xx
∗Λ∈ 3  автома-

тически следует совпадение геодезических в связностях ∇  и 
∇ . Доказана 

Теорема. Для несимметрической метрической связности 
∇ , заданной на римановом многообразии ( )gM ,  со связностью 
Леви-Чивита ∇ , следующие четыре условия равносильны:  

1) 2С∈∇ ; 

2) ( )MTT xx
∗Λ∈ 3  для тензора деформации ∇−∇=T ; 

3) средняя связность 
с
∇  взаимной пары связностей ∇ и 

S2~
+∇=∇  совпадает со связностью ∇ ; 

4) геодезические линии связностей ∇  и ∇  совпадают. 
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SIX CLASSES OF NON-SYMMETRIC 
METRIC CONNECTIONS 

 
We use the theory of group representations to classify non-

symmetric metric connections. We also consider one of such clas-
ses. 
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ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
ОДУЛЯРНОГО ПРОСТРАНСТВА С ДИССОНОМ 

 
Найдены символы Кристоффеля и формулы Гаусса 

— Петерсона — Кодацци. Полная кривизна поверхно-
сти одулярного галилеева пространства с диссоном не 
относится к внутренней геометрии поверхности. 

 
Действительные одули Ли определяются на группах Ли 

посредством введения операции умножения элементов группы 
Ли на действительные числа. Существует пять видов 3-мер-
ных разрешимых одулей Ли: линейное пространство, растран, 
сибсон, диссон и осцилляторный одуль [1]. На одулях Ли рас-
сматривается галилеева норма. Наличие внешней операции на 
одуле Ли позволяет дифференцировать одулярные функции по 
аналогии с векторными. Заменяя в аксиоматике Г. Вейля аф-
финного пространства линейное пространство одулем Ли, по-
лучаем вейлевские одулярные пространства — ВО-простран-
ства. Ранее исследованы кривые и поверхности всех ВО-про-
странств, кроме пространства с диссоном. Некоторые резуль-
таты опубликованы в выпусках 32—36 настоящего сборника. 




