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Особенности двух аналитических аппаратов 
в проективном пространстве  

на примере многообразия плоскостей 
 

В проективном пространстве Pn рассмотрено r-мерное 
многообразие Br m-мерных плоскостей Lm в двух аналитиче-
ских аппаратах. В обоих случаях построено ассоциированное 
расслоение  главное расслоение, базой которого является 
само многообразие, а типовым слоем  подгруппа стационар-
ности плоскости. В однородном аппарате это расслоение име-
ет два фактор-расслоения: фактор-расслоение плоскостных 
линейных реперов и фактор-расслоение нормальных линей-
ных реперов, а в неоднородном аппарате ассоциированное 
расслоение содержит единственное главное фактор-расслое-
ние проективных реперов. Это вызвало особенности получен-
ных результатов в разных аналитических аппаратах. 

 

Ключевые слова: проективное пространство, фактор-расслоение, 
ассоциированное расслоение, многообразие плоскостей. 
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1. Однородный аналитический аппарат 

 
Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвиж-

ному реперу {AI’} (I’, J’, K’ = 0, …, n), инфинитезимальные 
перемещения которого определяются формулами 

 dAI’ = θI’
J’AJ’,  (1) 

причем формы Пфаффа θI’
J’ удовлетворяют структурным урав-

нениям (см.: [1]) 

 DθJ’
I’ = θJ’

K’ θK’
I’  (2) 

и условию проективности 

 θI’
I’ = 0.  (3) 

Формулы (13) образуют первый аналитический аппарат 
(см.: [5]) проективного пространства Pn. 

В проективном пространстве Pn рассмотрим r-мерное мно-
гообразие Br (1 ≤ r < (m + 1)(n – m)) m-мерных плоскостей Lm 
(1 ≤ m < n). Произведем специализацию подвижного репера 

 {AA, Aα}, (A, B, C = 0, …, m; α, β, γ = m + 1, …, n),  

помещая вершины АА на плоскость Lm. Деривационные фор-
мулы (1) подвижного репера принимают следующий вид: 

 dAA = θA
BAB + θA

αAα, dAα = θα
AAA + θα

βAβ. 

При размещении вершин АА на плоскости Lm она натянута 
на эти точки Lm = [AA], поэтому 

 Lm = const ↔ θA
α = 0. 

Получили уравнения стационарности плоскости Lm. Зна-
чит, θА

α — главные формы. 
Систему уравнений многообразия Br запишем в виде 

 θA
α = ΛAi

αθi (i, j = n + 1, …, n + r).  (4) 
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Это параметрический способ задания семейства плоско-
стей, причем формы Пфаффа θi, заданные в некоторой области 
r-мерного пространства параметров Sr, удовлетворяют струк-
турным уравнениям 

 Dθi = θj  θj
i.  (5) 

Систему функций ΛAi
α назовем однородным фундамен-

тальным объектом первого порядка многообразия Br относи-
тельно прямого произведения двух групп  подгруппы ста-
ционарности плоскости Lm и линейной группы с инвариант-
ными формами 

 θj
i = θj

i|θ
i
=0. 

Утверждение 1. При параметрическом задании семейства 
Br плоскостей Lm однородный фундаментальный объект пер-
вого порядка ΛAi

α является тензором 

 ΔΛAi
α ≡ 0 (mod θi). 

Здесь тензорный оператор Δ действует следующим образом: 

 ΔΛAi
α = dΛAi

α – ΛAj
αθi

j + ΛAi
βθβ

α – ΛBi
αθA

B. 

Обозначим через s число независимых инвариантных форм 
θB

A, θβ
α, θα

A специальной линейной группы SGL(n + 1), являю-
щихся вторичными в рассматриваемом репере нулевого по-
рядка, тогда с учетом условия проективности  

 s = n2 – nm + +m2 + n + m. 

Найдем внешние дифференциалы этих форм: 

 DθB
A = θB

C  θC
A + θi  θBi

A, θBi
A = ΛBi

αθα
A,  (6) 

 Dθβ
α = θβ

γ  θγ
α + θi  θβi

α, θβi
α = – ΛAi

αθβ
A,  (7) 

 Dθα
A = θα

B  θB
A + θα

β  θβ
A.  (8) 

Выражения (58)  структурные уравнения главного 
расслоения Hs(Br) над базой Br, типовым слоем которого слу-
жит подгруппа стационарности Hs плоскости Lm. 
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Теорема 1. В однородном аппарате ассоциированное рас-
слоение Hs(Br) имеет 2 фактор-расслоения: 

1) (5,61)  фактор-расслоение плоскостных линейных ре-
перов L(m+1)

2(Br) с той же базой, типовым слоем которого яв-
ляется линейная фактор-группа L(m+1)

2 = GL(m + 1) в группе 
Hs, неэффективно действующая на плоскости Lm; 

2) (5,71)  фактор-расслоение нормальных линейных ре-
перов L(n-m)

2(Br) с той же базой, типовым слоем которого яв-
ляется линейная фактор-группа L(n-m)

2 = GL(n – m) в группе Hs, 
неэффективно действующая в проективном фактор-
пространстве ρn-m-1 = Pn/Lm. 

Связность в главном расслоении Hs(Br) задается с помо-
щью поля объекта однородной связности L = (LBi

A, Lβi
α, Lαi

A) на 
базе Br: 

 ΔLBi
A + θBi

A = LBij
Aθj, ΔLβi

α + θβi
α = Lβij

αθj,  (9) 

 ΔLαi
A − LBi

Aθα
B + Lαi

βθβ
A = Lαij

Aθj.  (10) 

Компоненты объекта однородной фундаментально-группо-
вой связности L = (LBi

A, Lβi
α, Lαi

A) определяют формы связности 

           ~                            ~                           ~ 
 θB

A = θB
A − LBi

Aθi, θβ
α = θβ

α − Lβi
αθi, θα

A = θα
A − Lαi

Aθi, 

задающие связность в главном расслоении Hs(Br), которое 
превращается в ассоциированное пространство фундамен-
тально-групповой связности Hs,r со структурными уравнения-
ми (5) и следующими: 

    ~       ~       ~                              ~        ~     ~ 
DθB

A = θB
C  θC

A + RBij
Aθi  θj, Dθβ

α = θβ
γ  θγ

α + Rβij
αθi  θj,  (11) 

                         ~        ~     ~        ~      ~ 
 Dθα

A = θα
B  θB

A + θα
β  θβ

A + Rαij
Aθi  θj,  (12) 

в которые входят компоненты объекта кривизны R = {RBij
A, 

Rβij
α, Rαij

A}. Доказано, что объект кривизны R однородной фун-
даментально-групповой связности L является тензором 

 Δ RBij
A ≡ 0, Δ Rβij

α ≡ 0, Δ Rαij
A – RBij

Aθα
B + Rαij

βθβ
A ≡ 0.  (13) 
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2. Неоднородный аналитический аппарат 

 

Опуская условие проективности (3), в качестве инвариант-
ных форм проективной группы GP(n) будем рассматривать 
формы 

 ωK
I = θK

I – δK
Iθ0

0, ωI = θ0
I, ωI = θI

0 (I, J, K = 1,n), 

которые удовлетворяют структурным уравнениям [2; 3]: 

 DωK
I = ωK

J  ωJ
I + (δK

IωJ + δJ
IωK)  ωJ,  (14) 

 DωI = ωK  ωK
I, DωI = ωI

K  ωK.  (15) 

Деривационные формулы (1) подвижного репера {A, AI} 
примут следующий вид: 

 dA = θA + ωIAI, dAI = θAI + ωI
JAJ + ωIA (A = A0, θ = θ0

0).  (16) 

Утверждение 2. Неоднородный аналитический аппарат 
проективного пространства Pn состоит из деривационных 
формул (16) и структурных уравнений (14), (15) проективной 
группы GP(n), эффективно действующей в пространстве Pn. 

Рассмотрим многообразие Br в неоднородном аналитиче-
ском аппарате. Произведем специализацию подвижного репе-
ра {A, Aa, Aα} (a, b, c = 1, …, m), помещая вершины А, Аа на 
плоскость Lm. Деривационные формулы (16) для вершин А, Аа 
примут вид 

 dA = θA + ωaAa + ωαAα, dAa = θAa + ωa
bAb + ωa

αAα + ωaA, 

откуда вытекает эквивалентность 

 Lm = const ↔ ωα = 0, ωa
α = 0. 

Это уравнения стационарности плоскости Lm. Значит, ωα, 
ωа

α  главные формы. Система дифференциальных уравне-
ний многообразия Br в параметрической форме имеет вид 

 ωα = Λi
αθi, ωa

α = Λai
αθi.  (17) 
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Продолжая систему уравнений (17), получим 

 ΔΛi
α – Λai

αωa = Λij
αθj, ΔΛai

α – Λi
αωa = Λaij

αθj,  (18) 

причем Λ[ij]
α = 0, Λa[ij]

α = 0. Систему функций Λ = (Λi
α, Λai

α) на-
зовем неоднородным фундаментальным объектом первого по-
рядка многообразия Br. 

Утверждение 3. Неоднородный фундаментальный объект 
первого порядка Λ = {Λi

α, Λai
α} многообразия Br, заданного па-

раметрически, является тензором, компоненты которого 
удовлетворяют дифференциальным уравнениям (18), причем с 
точностью до обозначений Λ = {ΛAi

α}. 
Число инвариантных форм ωa, ωb

a, ωa, ωβ
α, ωα, ωα

a проек-
тивной группы GP(n), являющихся вторичными в рассматри-
ваемом репере нулевого порядка, также равно s. Найдем 
внешние дифференциалы этих форм: 

 Dωa = ωb  ωb
a + θi  ωi

a,  (19) 

 Dωb
a = ωb

c  ωc
a + (δb

aωc + δc
aωb)  ωc + θi  ωbi

a,  (20) 

 Dωa = ωa
b  ωb + θi  ωai,  (21) 

 Dωβ
α = ωβ

γ  ωγ
α + δβ

αωa  ωa + θi  ωβi
α,  (22) 

 Dωα = ωα
a  ωa + ωα

β  ωβ,  (23) 

 Dωα
a = ωα

b  ωb
a + ωα

β  ωβ
a + ωα  ωa,  (24) 

где новые формы ωi
a, ωbi

a, ωai, ωβi
α имеют определенные выра-

жения [4]. 
Теорема 2. С многообразием Br ассоциируется [4; 7] глав-

ное расслоение Gs(Br) со структурными уравнениями (5, 19—
24). Базой главного расслоения Gs(Br) служит многообразие 
Br, а типовым слоем — s-членная подгруппа стационарности 
Gs  GP(n) плоскости Lm. Ассоциированное расслоение Gs(Br) 
имеет [6] единственное главное фактор-расслоение проек-
тивных реперов Gm(m+2)(Br) (5, 19—21) с той же базой, типо-
вым слоем которого является проективная фактор-группа 
Gm(m+2) = GP(m) группы Gs, действующая на плоскости Lm. 
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Связность в главном расслоении Gs(Br) задается [4; 7] спо-
собом Лаптева-Лумисте с помощью поля объекта неоднород-
ной связности Γ = (Γi

a, Γbi
a, Γai, Γβi

α, Γαi, Γαi
a) на базе Br: 

 ΔΓi
a – Γbi

aωb + ωi
a = Γij

aθj,  (25) 

 ΔΓbi
a + δb

a(Γciω
c – Γi

cωc) + Γbiω
a – Γi

aωb + ωbi
a = Γbij

aθj,  (26) 

 ΔΓai + Γai
bωb + ωai = Γaijθ

j,  (27) 

 ΔΓβi
α + δβ

α(Γaiω
a – Γi

aωa) + ωβi
α = Γβij

αθj,  (28) 

 ΔΓαi + Γαi
aωa + Γαi

βωβ – Γaiωα
a = Γαijθ

j,  (29) 

 ΔΓαi
a – Γbi

aωα
b + Γαi

βωβ
a – Γi

aωα + Γαiω
a = Γαij

aθj.  (30) 

Компоненты объекта неоднородной фундаментально-
групповой связности Γ = {Γi

a, Γbi
a, Γai, Γβi

α, Γαi, Γαi
a}, опреде-

ляющие формы связности 

  a = ωa – Γi
aθi,  b

a = ωb
a – Γbi

aθi,  a = ωa – Γaiθ
i, 

  β
α = ωβ

α − Γβi
αθi,  α = ωα − Γαiθ

i,  α
a = ωα

a – Γαi
aθi, 

позволяют задать связность в главном расслоении Gs(Br), ко-
торое превращается в ассоциированное пространство фунда-
ментально-групповой связности Gs,r со структурными уравне-
ниями [7]: 

 D  a =  b   b
a + Rij

aθi  θj, 

 D  b
a =  b

c   c
a + (δb

a  c + δc
a  b)   c + Rbij

aθiθj, 

 D  a =  a
b   b + Raijθ

i  θj, 

 D  β
α =  β

γ   γ
α + δβ

α  a   a + Rβij
αθi  θj, 

 D  α =  α
β   β +  α

a   a + Rαijθ
i  θj, 

 D  α
a =  α

b   b
a +  α

β   β
a +  α   a + Rαij

aθi  θj, 

в которые входят компоненты объекта кривизны R = {Rij
a, Rbij

a, 
Raij, Rβij

α, Rαij, Rαij
a}. Доказано, что объект кривизны R неодно-

родной фундаментально-групповой связности Γ является тен-
зором (ср.: [7]): 
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 ΔRij
a − Rbij

aωb ≡ 0,  (31) 

 ΔRbij
a + δb

a(Rcijω
c − Rij

cωc) + Rbijω
a − Rij

aωb ≡ 0,  (32) 

 ΔRaij + Raij
bωb ≡ 0,  (33) 

 ΔRβij
α + δβ

α(Raijω
a − Rij

aωa) ≡ 0,  (34) 

 ΔRαij + Rαij
aωa + Rαij

βωβ − Raijωα
a ≡ 0,  (35) 

 ΔRαij
a − Rbij

aωα
b + Rαij

βωβ
a − Rij

aωα + Rαijω
a ≡ 0.  (36) 

Из дифференциальных уравнений (25—30) следует, что 
объект неоднородной связности Γ содержит лишь один по-
добъект проективной связности Γ0 = {Γi

a, Γbi
a, Γai} с диффе-

ренциальными уравнениями компонент (2527), который за-
дает связность в расслоении проективных реперов Gm(m+2)(Br). 
Дифференциальные сравнения (3136) показывают, что тен-
зор неоднородной кривизны R содержит единственный под-
тензор R0 = {Rij

a, Rbij
a, Raij}, компоненты которого удовлетво-

ряют дифференциальным сравнениям (3133). 
 

Выводы 
 
В проективном пространстве Pn первый аналитический ап-

парат с условием проективности компактен, больше подходит 
для исследования семейств, образующая фигура которых не 
содержит изолированных точек и гиперплоскостей. Второй ап-
парат, отражающий проективную двойственность, более удо-
бен для исследования семейств фигур, включающих точку или 
гиперплоскость. Он естественнее при обобщении геометрии 
аффинного пространства, позволяет легко выделять подгруп-
пы проективной группы. В обоих аппаратах совпадают раз-
мерности, равные n(n + 2), двух групп: специальной линейной 
группы SGL(n + 1) и проективной группы GP(n). Размерность 
подгруппы стационарности Hs  SGL(n + 1) и Gs  GP(n) пло-
скости Lm  Pn не зависит от аппарата. 

В однородном аппарате расслоение Hs(Br), ассоциирован-
ное с r-параметрическим семейством Br плоскостей Lm, имеет 
два фактор-расслоения линейных реперов L(m+1)

2(Br) и L(n-m)
2(Br), 
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а в неоднородном аппарате ассоциированное расслоение 
Gs(Br) имеет единственное фактор-расслоение проективных 
реперов Gm(m+2)(Br). Объект однородной связности L = {LBi

A, 
Lβi

α, Lαi
A} содержит два подобъекта LBi

A, Lβi
α; а тензор однород-

ной кривизны R = {RBij
A, Rβij

α, Rαij
A}  два подтензора RBij

A, 
Rβij

α. В неоднородном аппарате объект связности Γ содержит 
лишь один подобъект проективной связности Γ0, а тензор кри-
визны R  единственный подтензор R0. 
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Features of two analytical apparatuses in projective space 

with the example of the manifold of the planes 
 
In projective space Pn r-dimensional manifold Br of m-dimensional 

planes of Lm is considered in two analytical apparatuses. In both cases we 
built the associated fiber bundle  bundle which base is the manifold, 
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and the typical fiber is stationarity subgroup of the plane. In a homogene-
ous apparatus this bundle has two factor bundle: the factor bundle of pla-
nar linear frames and quotient bundle normal linear frames; and in the 
nonhomogeneous apparatus associated fiber bundle contains the only 
principal factor bundle of projective frames. This caused the features of 
the obtained results in the different analytical apparatuses. 
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1 
Дифференцируемое отображение, 
порожденное комплексами конусов 

 
В трехмерном эквиаффинном пространстве рассматрива-

ется дифференцируемое отображение, порожденное комплек-
сами конусов со специальными свойствами ассоциированных 
образов. Геометрически охарактеризованы индикатриса и 
главное направление исследуемого отображения, характери-
стическое и фокальное многообразия образующего элемента 
комплекса. 
 
Ключевые слова: комплекс, эквиаффинное пространство, ото-

бражение, характеристическое многообразие, фокальное многообра-
зие, индикатриса вектора, главное направление, индикатриса ото-
бражения, конгруэнция, система уравнений Пфаффа. 

 
В трехмерном эквиаффинном пространстве рассмотрим 

дифференцируемое отображение 

 f: С → q  , 

где С  вершина конуса, q  конус (образующий элемент 

комплекса  , являющегося подклассом комплекса 
1

31 , рас-

                                                 
© Кретов М. В., 2014 




