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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПЕРЕНЕСЕНИЯ ПЛОСКОСТИ 

БОРТОЛОТТИ ВДОЛЬ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ 

СЕМЕЙСТВ ПЛОСКИХ ОБРАЗУЮЩИХ 

ПЛОСКОСТНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

 
В n-мерном проективном пространстве Pn рассмат-

ривается плоскостная поверхность как r-мерное се-

мейство Br плоских образующих Lh. Осуществляется 

оснащение Бортолотти плоскостной поверхности, кото-

рое состоит в присоединении к каждой образующей Lh 

проективно дополнительной плоскости Pn-h-1. Путем 

внешнего дифференцирования ковариантного диффе-

ренциала оснащающего квазитензора строится псев-

дотензор, при обращении которого в нуль перенесение 

оснащающей плоскости является абсолютным. Полу-

чены условия существования параллельных пе-

ренесений плоскости Бортолотти вдоль однопараметри-

ческих семейств плоских образующих. 

В работе индексы принимают следующие значения: 
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Уравнения m-мерной плоскостной поверхности, рассмат-

риваемой как r-мерное семейство Br (r = m — h) плоских об-

разующих Lh, имеет вид: 
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Здесь базисные формы 
i  удовлетворяют структурным урав-

нениям: 
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С поверхностью Br ассоциируется главное расслоение 

G1(Br), базой которого является сама поверхность, пространст-

вом расслоения — проективная группа GP(n), а типовым слоем 

— подгруппа стационарности )n(GPG1   образующей плос-

кости. Проекция r1 B)n(GP:   относит произвольному эле-

менту группы GP(n) ту плоскость Lh семейства Br, которая 

остается инвариантной под действием этого элемента. 

Замечание. Если плоскость Lh рассматривать как множе-

ство точек, то под действием единицы е группы GP(n) остаются 

инвариантными все точки пространства Pn, а значит, и любая 

плоскость. Если же Lh рассматривать как элемент многообра-

зия Грассмана Gr(h,n), то е оставляет неподвижной только об-

разующую плоскость Lh, подгруппой стационарности которой 

является группа G1, причем е G1. 

В ассоциированном расслоении способом Лаптева задана 
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Производится оснащение Бортолотти плоскостной по-

верхности, которое состоит в присоединении к каждой плоско-

сти Lh (n—h—1)-мерной плоскости, не имеющей общих точек с 

плоскостью Lh, т. е. n1hnh PPL   . Оснащение Бортолотти 

определяется полем квазитензора }.,{ a
   Внося компо-

ненты формы связности 
i

i
~   в дифференциальные 

уравнения компонент оснащающего квазитензора  , получим 
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причем },{ a
   — ковариантный дифференциал, а 

},{ i
a

ii    — ковариантные производные оснащаю-

щего квазитензора   относительно связности Г. 

Компоненты внешнего дифференциала от ковариантного 

дифференциала   имеют вид: 

 ,M~~~D jia
ij

aa
b

baa  

  

 ,M~~D ji
ija

a  

   (2) 

причем компоненты объекта }M,M{M ij
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ij   выражаются 

через компоненты объекта кривизны 
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  групповой связности Г 

линейным образом: 
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Объект M, компоненты которого удовлетворяют следующим 

сравнениям по модулю 
i : 
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является псевдотензором [2]. Здесь, например, 

  l
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Если M=0, то из структурных уравнений (2) видно, что 

дифференциальные уравнения 0,0a   вполне инте-

грируемы и задают абсолютное параллельное перенесение (см., 
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например, [3]) плоскости Бортолотти 1hnP  . Объект М назовем 

псевдотензором параллельности [4]. 

Вполне интегрируемая система уравнений 0i  фиксиру-

ет некоторую плоскую образующую Lh плоскостной поверх-

ности Br. Возьмем описанное плоскостью Lh одномерное се-

мейство плоских образующих rh BL:   с дифференци-

альными уравнениями  ii
, где параметрическая форма   

удовлетворяет внешнему уравнению 1D  , которое 

позволяет найти дифференциальные уравнения на коэффици-

енты 
i : 
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Из структурных уравнений (2) видно, что система диффе-

ренциальных уравнений вдоль однопараметрического семей-

ства плоских образующих 0/,0/a    интегри-

руема. Система 0/,0/a    приводится к системе 

(n—h)(h+1) линейных однородных уравнений с r переменными 
i  

 .0,0 i
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Обозначим ),(rangk i
a

i   , тогда из системы сле-

дует, что существует (r—k)-мерное подсемейство Br-k семей-

ства Br, так как r<(n—h)(h+1). Вдоль однопараметрических 

подсемейств семейства Br-k плоскость 1hnP   можно перено-

сить параллельно. В зависимости от ранга k возможны сле-

дующие случаи: 

rk   — система (5) имеет только нулевое решение, т. е. 

однопараметрическое семейство плоских образующих вы-

рождается в плоскую образующую Lh и параллельное перене-

сение невозможно; 
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2) rk0   — система (5) имеет )kr(  -мерное простран-

ство решений, т. е. есть однопараметрические семейства пло-

ских образующих, вдоль которых параллельное перенесение 

осуществлять можно, и однопараметрические семейства, вдоль 

которых переносить нельзя; 

3) 0k   — уравнения системы (5) обращаются в тождества, 

поэтому система удовлетворяется при любых значениях 
i , 

т. е. Br-k= Br, и плоскость Бортолотти можно параллельно пе-

реносить вдоль любого однопараметрического семейства 

плоских образующих, иными словами параллельное перенесе-

ние осуществляется вдоль семейства Br. 

Замечание. Параллельное перенесение плоскости Борто-

лотти в пучке связностей 2-го типа [5] можно проводить вдоль 

плоскостной поверхности Br. 
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PARALLEL DISPLACEMENTS BORTOLOTTI`S PLANE 
ALONGONE-PARAMETRICAL FAMILIES OF PLANE 

GENERATORS OF THE PLANE SURFACE 
 

In n-dimensional projective space Pn the plane surface is con-
sidered as r-dimensional family Br of the plane generators Lh. 
Bortolotti`s clothing of the plane surface, consisting in adding to 
each generator Lh projectively supplemental plane Pn-h-1, is made. By 
means of exterior differentiation of covariant differential of clothing 
quasitensor we build the pseudotensor, under vanishing of which the 
displacement of the clothing plane is absolute. The existence con-
ditions of parallel displacements of Bortolotti`s plane along 
one-parametrical families of the plane generators are obtained. 
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АНАЛОГ АФФИННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 
ОДУЛЯРНОГО ПРОСТРАНСТВА С РАСТРАНОМ 
 

Рассмотрен одуль Ли преобразований одулярного 
3-мерного пространства с растраном. Установлено, что 
он является 2-ступенно разрешимым, а также расшире-
нием растрана 1-мерным линейным пространством. 

 
Аффинное пространство определяется в аксиоматике 

Г. Вейля на линейном пространстве. Линейное пространство над 

полем R  действительных чисел является коммутативным дей-
ствительным одулем Ли. Одули на произвольной алгебраиче-
ской структуре введены Л.В. Сабининым в 1977 году [1]. Дей-
ствительные одули на группах Ли называются одулями Ли. 
Определение 3-мерных одулей Ли можно найти в [2]. Заме-
няя линейное пространство одулем Ли в аксиоматике Г. Вейля 
аффинного пространства, получаем вейлевское одулярное про-




