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ДВОЙСТВЕННЫЕ НОРМАЛЬНЫЕ СВЯЗНОСТИ 
НА S-РАСПРЕДЕЛЕНИИ, АССОЦИИРОВАННЫЕ 

С БАЗИСНЫМ Λ-ПОДРАССЛОЕНИЕМ 
 

Изучается специальный класс скомпонованных 
трехсоставных распределений проективного простран-



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 18 

ства Pn, которые названы S-распределениями [1—3]. 
Рассмотрены нормальные связности, индуцируемые в 
расслоениях нормалей 2-го рода Λ-подрасслоения дан-
ного S-распределения, оснащенного в смысле Нордена 
— Бортолотти [7]. Выясняются аналитические и гео-
метрические условия совпадения различных подгрупп 
этих связностей, вырождения в одну связность. 

 
Схема использования индексов такова: 
J,K,…=1, n ; nKJ ,0, = ; p,q,t…=1, r ; 1,1, −+= nrba ; 

n,rv̂,û 1+= ; mrkji ,1,, += ; 1,1, −+= nmβα ; n,mβ̂,α̂ 1+= ; 
A,B,…= ( )1, ; 1, 1r m n+ − ; )n,m,r,(B̂,Â 1+1= ; 

1,1,,, −+= nrxwvu ; 1,0=δ ; 15,0=ε . 
 
1. В работе [2] доказано, что преобразование J: K K

J Jω ω→  

[2; 3] форм K
Jω  проективного пространства Рn является инво-

лютивным, т. е. 1−= JJ . Имея в виду эту инволютивность, бу-
дем говорить, что пространства Рn и nP  являются двойствен-
ными [7]. Дифференциальные уравнения регулярного S -рас-
пределения, двойственного данному регулярному S-распре-
делению, имеют вид (здесь в дальнейшем все формы и функ-
ции, ассоциированные с S -распределением, пишутся с чертой 
сверху): 

 Ân
Âp

n
p ωω 0Λ= , K

pKp ωω αα Λ= , Ki
pK

i
p ωω Λ= , 

 ûn
ûi

n
i ωLω 0= , K

iKi L 0ωω αα = , Kp
iK

p
i L 0ωω = ,  (1) 

 β̂n
β̂α

n
α ωHω 0= , Kp

K
p H 0ωω αα = , Ki

K
i H 0ωω αα = . 

Известно [2; 3], что нормализация одного из регулярных 
скомпонованных распределений nPS ⊂  или nPS ⊂  равно-
сильна нормализации другого, при этом компоненты полей 
оснащенных объектов связаны соотношениями 
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Система форм },{ ˆ
ˆˆ
v

uu θθ 0 , двойственная системе },{ ˆ
ˆˆ
v
uu θθ 0 [4], 

определяет нормальную центропроективную связность ⊥∇  в 
расслоении нормалей 2-го рода Λ-подрасслоения, если охваты 
компонент объекта связности },{ ˆ

ˆˆ
v
KuKu ΓΓ0  имеют следующий 

вид (в силу (1), (2) и соотношений между двойственными 
функциями работы [2]): 
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  (3) 

где в качестве тензоров n
uv

n
np , ΓΓ  можно взять любой из следу-

ющих охватов: 

 ,0
00

=Γ=Γ n
uv

n
uv  

11
n
uv

n
uv

n
uv

n
uv Γ−=Φ−=Φ=Γ ,  (4) 
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n
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 ,
1515

n
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q
n

n
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q
n

n
pq

n
np Γ=ΤΛ=ΤΛ=Γ  если .0][ =Λn

pq  

Структурные формы },{ ˆ
ˆ

0
ˆ

v
uu θθ  при охватах (3) — (7) обо-

значим, соответственно, 
δεδε

θθ v
uu   ˆ
ˆˆ ,0 . Рассматривая попарные ком-
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бинации охватов (4) и (5) — (7), получаем 32 нормальные 

связности 
εε 10

  , ⊥⊥ ∇∇ , двойственные, соответственно, связностям 
εε 10

  , ⊥⊥ ∇∇  [4] относительно инволютивного преобразования J [2]. 

Для того чтобы найти выражения форм },{ ˆ
ˆˆ

δεδε

θθ v
uu   0 , формы и 

функции с чертой, входящие в выражения этих форм, заменим 
на соответствующие формы без черты с использованием соот-
ношений (1) — (7) и соотношений работы [2]. 

В результате получим: 
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Каждая из систем форм },{ ˆ
ˆˆ

δεδε

θθ v
uu   0  удовлетворяет структур-

ным уравнениям Картана — Лаптева [7]: 

   .RDRD Qpv
PQu

v
w

w
u

v
u

Qp
PQuw

w
uu 0000

000 ωωθθθωωθθθ
δεδεδεδεδεδεδεδε

∧+∧=∧+∧= ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆˆˆˆ ;  

На голономном или взаимном с полем симметрического 
тензора n

pqΛ  Λ-подрасслоении в силу формул 

n
pq

n
pq

n
pq bb −=−= Λ ,    00000

ppppp bbB −=−=== λλ ,     00
pp CC = , 

n
pqt

n
pqt

n
pqt bb Λ==  имеем: 

n
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n
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n
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n
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n
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1 10921
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n
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n
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n
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1091313 −
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n
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q
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n
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q
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n
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n
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0000

14
Γ=−Λ−=Λ−−=Γ νννν . 

Отметим, что при выполнении хотя бы одного из условий: 
а) пара (Λ, Φ) распределений сопряжена или взаимна [1], 
б) пара (М, Х) распределений сопряжена или взаимна, 
в) S-распределение является сильно взаимным распределе-

нием [6], 
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г) Ψ-распределение несет пару (Λ, Х) сопряженных рас-
пределений — тензор n

pαΛ  обращается тождественно в нуль: 

0=Λ=Λ n
p

n
p αα . 

С учетом этих замечаний и соотношений (3) — (11) полу-
чаем теорему 1*, двойственную теореме 1 работы [5] (тео-
ремы, двойственные соответствующим теоремам работы [5] 
обозначаем знаком (*)): 

Теорема 1*. На оснащенном в смысле Нордена — Борто-
лотти Λ-подрасслоении данного S-распределения в расслоении 
его нормалей 2-го рода индуцируется 32 нормальные связно-

сти }{
δε
⊥∇ , определяемые системой слоевых форм },{ ˆ

ˆˆ

δεδε

θθ v
uu   0  

(8), (9), причем: 
1) в случае голономности Λ-подрасслоения или взаимного 

Λ-подрасслоения с полем симметрического тензора n
pqΛ , а 

также когда М-подрасслоение или Н-подрасслоение голо-
номно, совпадают связности 

 
21 δδ
⊥⊥ ∇=∇ , 

43 δδ
⊥⊥ ∇=∇ , 

65 δδ
⊥⊥ ∇=∇ , 

87 δδ
⊥⊥ ∇=∇ ,  (12) 

 
109 δδ
⊥⊥ ∇=∇ ;  (13) 

2) в случае, если выполняется хотя бы одно из условий  
а) — г), то справедливы соотношения (12). 

2. Выясним теперь некоторые условия совпадения нор-
мальных связностей Λ-подрасслоения, оснащенного в смысле 
Нордена — Бортолотти. 

В силу формул (2) и формул (21) [5] получим 
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Таким образом, поле нормалей 2-го рода )6,1}( { 0 =zp
z
ν   

Λ-подрасслоения совпадает с соответствующим полем норма-
лей } { 0

pz
H , при этом выбор поля нормалей 1-го рода Λ-под-

расслоения произволен. Следовательно, справедлива 

Теорема 2*. Нормальные связности 
zδ
⊥∇ и

0δ
⊥∇ , индуцируе-

мые на оснащенном в смысле Нордена — Бортолотти Λ-под-
расслоении, совпадают тогда и только тогда, когда поле 
нормалей 2-го рода 1 −rz

H определяется соответствующим 

полем квазитензора } { 0
pz

H  (14) второго порядка. 

Из соотношения 

 00 00000 =Τ−=Τ⇔=−+=Τ ppp
q

n
n
pqp

def

p bb νν   (15) 

следует 
Теорема 3*. Индуцируемые на оснащенном в смысле Нор-

дена — Бортолотти Λ-подрасслоении нормальные связности 
9δ
⊥∇ и

0δ
⊥∇  совпадают тогда и только тогда, когда нормализа-

ция Λ-подрасслоения является взаимной [5]. 
Учитывая взаимность нормализации (15) для Λ-подрасс-

лоения, следствием теоремы 3* является 
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Теорема 4*. Если оснащенное в смысле Нордена — Бор-
толотти Λ-подрасслоение данного S-распределения нормали-
зовано полями нормалей Фубини },{ 0

p
p
n ΦΦ [1; 5], а в случае, ко-

гда 0][ =Λn
pq , — полями нормалей Вильчинского [1; 5], то нор-

мальные связности 
9δ
⊥∇  и 

0δ
⊥∇ совпадают. 

Следствием теорем 2* и 3* является 
Теорема 5*. Индуцируемая на оснащенном в смысле Нор-

дена — Бортолотти Λ-подрасслоении каждая тройка нор-

мальных связностей (
zδ
⊥∇ ,

9δ
⊥∇ ,

0δ
⊥∇ ) вырождается в одну связ-

ность тогда и только тогда, когда поле нормалей 2-го рода 
} { 0

pz
ν  задано соответствующим полем квазитензора 

} { 0
pz

H (14) и нормализация взаимна. 

Заметим, что нормали 1-го рода } { p
nz

ν , соответственно вза-

имные нормалям 2-го рода } { 0
pz

H  (14), задаются квазитензо-

рами ) ( 00
ttz

pt
n

p
nz

bHb −=ν . 

3. По аналогии с работой [5] доказываются следующие 
теоремы: 

Теорема 6*. Совокупности нормальных связностей 

(
0δ
⊥∇ ,

10δ
⊥∇ ,

14δ
⊥∇ ), (

0δ
⊥∇ ,

11δ
⊥∇ ,

14δ
⊥∇ ), (

0δ
⊥∇ ,

12δ
⊥∇ ,

14δ
⊥∇ ) вырождаются 

в одну связность тогда и только тогда, когда Λ-подрасслое-
ние нормализовано соответственно одной из пар полей ква-
зитензоров } , {

1

0

1

n
pp FF , } , {

2

0

2

n
pp FF , } , {

3

0

3

n
pp FF [5]. 

Теорема 7*. На регулярном )0|(| ≠Λn
pq  оснащенном в смыс-

ле Нордена — Бортолотти Λ-подрасслоении с полем симмет-

рического тензора n
pqΛ  нормальные связности 

15δ
⊥∇  и 

0δ
⊥∇  сов-
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падают тогда и только тогда, когда Λ-подрасслоение коин-
цидентно. 

Из формул (5), (6), получаем следующие зависимости 

 n
np

n
np

n
np  2  

1107
Γ=Γ+Γ , n

np
n
np

n
np  2  

2108
Γ=Γ+Γ , 

 n
np

n
np

n
np  2  

3117
Γ=Γ+Γ , n

np
n
np

n
np  2  

4118
Γ=Γ+Γ ,  (16) 

 n
np

n
np

n
np  2  

5127
Γ=Γ+Γ , n

np
n
np

n
np  2  

6128
Γ=Γ+Γ . 

Из соотношений (16) следует, что точно в такой же зави-
симости (16) находятся соответствующие тройки нормальных 
связностей. Значит, справедлива 

Теорема 8*. Индуцируемая на оснащенном в смысле Нор-
дена — Бортолотти Λ-подрасслоении тройка нормальных 

связностей (
7δ
⊥∇ ,

10δ
⊥∇ ,

1δ
⊥∇ ) вырождается в одну связность 

тогда и только тогда, когда любые две из них совпадают.  
Аналогичные утверждения имеют место для троек связностей 

(
8δ
⊥∇ ,

10δ
⊥∇ ,

2δ
⊥∇ ),(

7δ
⊥∇ ,

11δ
⊥∇ ,

3δ
⊥∇ ), (

8δ
⊥∇ ,

11δ
⊥∇ ,

4δ
⊥∇ ), (

7δ
⊥∇ ,

12δ
⊥∇ ,

5δ
⊥∇ ), 

(
8δ
⊥∇ ,

12δ
⊥∇ ,

6δ
⊥∇ ). 
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ТЕНЗОР ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ 

НА ТОЧЕЧНО-ПЛОСКОСТНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
 

На точечно-плоскостной поверхности в проектив-
ном пространстве построен объект, не являющийся тен-
зором, но содержащий подтензор, названный тензором 
неабсолютных перенесений, или тензором параллель-
ности. При сужении базы расслоения, ассоциирован-




