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Оснащенное гиперполосное распределение 
аффинного пространства 

 
В аффинном пространстве рассматривается гипер-

полосное распределение, которое в каждой точке ба-
зисной поверхности оснащено касательной плоскостью 
и сопряженной касательной прямой. Приведены зада-
ние изучаемого гиперполосного распределения в аф-
финном пространстве относительно репера 1-го поряд-
ка и теорема существования. Построены поля аффинных 
нормалей 1-го рода Бляшке и Трансона и найдены ус-
ловия их совпадения. Приведено задание нормальной 
аффинной и нормальной центроаффинной связностей на 
изучаемом оснащенном гиперполосном распределении. 
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§ 1. Задание оснащенного гиперполосного распределения  
 аффинного пространства  

 
В работе используется следующая схема индексов: 

, , 1, ;   , , , , 2, ;   , , 1, 1; 

, , , 1, ;   , 1, . 
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Применяются метод внешних дифференциальных форм 
Э. Картана [1; 11; 15] и теоретико-групповой метод Г. Ф. Лап-
тева [4; 5]. 

Пусть , ̅  — подвижной репер аффинного про-
странства , где  

̅ ̅ ,   ̅ ̅ ,                        (1.1) 

а инвариантные формы ,  аффинной группы преобразо-
ваний удовлетворяют уравнениям 

∧ ,   ∧ .                 (1.2) 

В аффинном пространстве  рассмотрим гиперполосное 
распределение [4; 6; 8; 10; 13], в каждой точке ≝  базис-
ной поверхности  которого задана касательная плоскость 
Λ ≝ ∆  и сопряженная ей касательная прямая 

≝ ∆∗ .  
Гиперполосное распределение в , несущее сопряженную 

систему ∆, ∆∗ , назовем кратко распределением . 
Совместим вершину  репера  с текущей точкой  ба-

зисной поверхности ⊂ . Векторы ̅  поместим в каса-
тельную плоскость ∆ , а вектор ̅  выберем параллельно 
прямой . Векторы ̅  поместим в характеристику 

 распределения , а вектор ̅  пусть занимает 
произвольное положение, образуя с векторами ̅ , ̅ , ̅  
репер , ̅  пространства . Канонизированный таким об-
разом репер , ̅  является репером 1-го порядка , относи-
тельно которого распределение  задается уравнениями 

0, 0, 0,                           (1.3) 

, , , ,  (1.4) 

, , , .     (1.5) 

Продолжая уравнения (1.4, 1.5), получим соответственно 

, ,                    (1.6) 
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, ,     (1.7) 

, ,       (1.8) 

,   . 

Замыкание уравнений (1.3) приводит к соотношениям 

0,  0,  0,                (1.9) 

		⟺		 .        (1.10) 

Мы рассматриваем регулярные распределения , для 
которых характеристика  и касательная плоскость 

 базисной поверхности  в каждой точке ∈  нахо-
дятся в общем положении:  

⋂ , , . 

Система функций  образует невырожденный тензор 1-го 
порядка — главный фундаментальный тензор распределения 

 [14], который распадается на два невырожденных сим-
метрических тензора 1-го порядка , : 

0
0

. 

Тензор 1-го порядка  назовем главным фундаменталь-
ным тензором распределения , ассоциированным с рассло-
ением плоскостей ∆  (∆-подрасслоением), а тензор  — 
главным фундаментальным тензором распределения , ас-
социированным с расслоением плоскостей ∆∗  (∆∗-подрас-
слоением). 

Для невырожденных тензоров  и  введем обратные 

им тензоры  и , компоненты которых удовлетворяют ус-
ловиям: 

,  ,      (1.11) 

1,  .                     (1.12) 
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Известно [14], что необходимым и достаточным условием 
сопряженности плоскости ∆  и прямой ∆∗  является об-
ращение в нуль тензора : 

0.                                 (1.13) 

Итак, имеет место следующая теорема. 
Теорема 1. Регулярное распределение ⊂ , несущее 

сопряженную систему ∆, ∆∗ , в репере  первого порядка 
задается дифференциальными уравнениями (1.3—1.8) и соот-
ношениями (1.11—1.13). 

Также имеет место теорема 2. 
Теорема 2. Распределение  аффинного пространства, 

несущее сопряженную систему ∆, ∆∗ , существует и опреде-
лено с произволом 2 1 1  функций  аргу-
ментов. 

 
 

§ 2. Аффинные нормали гиперполосного распределения  
 

Главный фундаментальный тензор  гиперполосного рас-
пределения  удовлетворяет уравнениям [7]: 

.                                (2.1) 

Замыкание уравнений (2.1) приводит к условиям 

.                    (2.2) 

Используя уравнения (2.2), найдем дифференциальные 
уравнения для функций , , придавая индексам , ,  
значения , , , 1. В результате в силу соотношений (1.3—1.5, 
1.13) получим: 

, 

,         (2.3) 

, 

2 . 
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Замечание. Уравнения (2.3) можно получить, непосред-
ственно дифференцируя (1.6) и учитывая (1.13, 1.3—1.5, 1.9, 
1.10). 

Введем в рассмотрение функции 1-го порядка 

                                    (2.4) 

и функции 2-го порядка 

, 

,  ,       (2.5) 

,  . 

Замечание. Здесь порядок функций определяем старшим 
порядком компонент, из которых они построены. 

С учетом уравнений (1.6, 1.7, 1.11, 1.12, 2.1—2.3) убежда-
емся, что функции (2.4, 2.5) являются квазитензорами: 

,  , 

,   ,            (2.6) 

,  . 

Прежде всего отметим, что квазитензоры ,  в диффе-
ренциальной окрестности 2-го порядка задают нормаль Бляш-
ке , ̅ ,  гиперполосного распределения  
[7], где 

̅ ̅ ̅ . 

Нормаль Бляшке  не зависит от подрасслоений ∆ и 
∆∗, а определяется гиперполосным распределением . 

Прямую ,  назовем прямой Бляшке гиперполос-
ного распределения . Таким образом, нормаль Бляшке 

, , 	  в каждой точке ∈  натя-
нута на характеристику  гиперполосного распреде-
ления  и прямую Бляшке . 
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Для регулярных гиперполос аффинные нормали всех плос-
ких сечений гиперповерхности  -мерными плоскостями, 
проходящими через плоскость ∆ , лежат в 1 -мер-
ной плоскости 

, ̅ , ̅ , ̅ ̅ ,                 (2.7) 

то есть в нормали Трансона ∆-подрасслоения [3]. 
Аналогично нормаль Трансона ∆∗-подрасслоения есть 
1 -мерная плоскость (гиперплоскость) 

, ̅ , ̅ , ̅ ̅ .                    (2.8) 

В формулах (2.7, 2.8) квазитензоры  и  имеют 
строение (2.5). 

Определение. Нормалью Трансона гиперполосного распре-
деления  в каждой точке ∈  назовем -мерную 
плоскость ∩  — плоскость пере-
сечения нормалей Трансона ∆-подрасслоения и ∆∗-подрассло-
ения.  

Определение. Прямую , , где  

̅ ̅ ̅ ̅ , 

назовем прямой Трансона распределения  в точке . 
Нормаль Трансона 1-го рода распределения  в каждой 

точке ∈  имеет вид , ̅ , . 
Введем в рассмотрение прямую , ̅ , где 

̅ ̅ ̅ ̅ ̅ . 

Учитывая (1.1, 2.6), убеждаемся, что ̅ ̅ . Таким 
образом, прямая , ̅  есть инвариантная прямая, внут-
ренним образом присоединенная к распределению  во 
второй дифференциальной окрестности. Прямую  назовем 
аффинной прямой ∆-подрасслоения (или ∆∗-подрасслоения). 
Соответственно, плоскость , ̅ , ̅ , ̅  назо-
вем аффинной нормалью ∆-подрасслоения, а плоскость 

, ̅ , ̅  — аффинной нормалью гиперполосного 
распределения . 
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Из формул (2.5) получаем соотношения 

,                             (2.9) 

.                        (2.10) 

Из (2.9, 2.10) вытекает, что компоненты квазитензора 
,  являются линейными комбинациями компо-

нент квазитензоров  и . 
В результате приходим к следующим предложениям. 
Теорема 3. Аффинные нормали 1-го рода ∆∗-подрассло-

ения гиперполосного распределения  образуют однопара-
метрический пучок гиперплоскосктей, определяемый пучком 
квазитензоров 

,                       (2.11) 

причем нормаль Бляшке  высекается из пучка (2.11) 

при . 

Теорема 4. Нормали 1-го рода  ∆-подрасслое-
ния образуют однопараметрический пучок, определяемый пуч-
ком квазитензоров  

, 

причем нормаль Бляшке  ∆-подрасслоения соот-

ветствует параметру . 

Отметим еще одну особенность тройки нормалей 1-го рода 
Бляшке, Трансона и аффинной нормали . 

Теорема 5. Нормали 1-го рода Бляшке 
, ̅ , , Трансона , ̅ , , аффинная нормаль 

, ̅ ,  гиперполосного распределения  при-
надлежат одному однопараметрическому пучку: 

.                     (2.12) 
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Если нормаль Трансона  совпадает с аффинной нор-
малью гиперполосного распределения , то, как следует из 
формул (2.9, 2.10), нормаль Бляшке  тоже совпадает с 
нормалью Трансона, то есть все три нормали совпадают. 

Аналогично при совпадении любых двух нормалей гипер-
полосного распределения  из указанных трех ( , 
	 , ) все три нормали совпадают. 

Определение. Гиперполосное распределение  назовем 
коинцидентным [9], если пучок нормалей (2.12) вырождается 
в одну нормаль. 

В результате приходим к следующему утверждению. 
Теорема 6. Гиперполосное распределение  коинцидент-

но тогда и только тогда, когда любые две его нормали из 
трех , ,  совпадают. 

 
 

§ 3. Задание нормальной аффинной связности 
на оснащенном регулярном распределении  

 
1. Адаптируем репер полю нормалей  1-го рода ги-

перполосного распределения , выбирая вектор ̅ ∥ . 
В этом случае 

,  ,  ,             (3.1) 

а поле нормалей 1-го рода  определяется уравнениями 

,  .                    (3.2) 

Таким образом, уравнения (1.3—1.8, 3.1, 3.2, 1.9, 1.10, 
1.13) задают оснащенное полем нормалей 1-го рода  
гиперполосное распределение ⊂ .  

При фиксации точки ≝  базисной поверхности ⊂
 нормаль 1-го рода  гиперполосного распределения 
 в точке ∈  и касательная плоскость  базисной по-

верхности  остаются неподвижными. Следовательно, на ба-
зисной поверхности  возникает нормальное  и каса-
тельное  расслоения [12]. 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

28 

Структурные уравнения касательного расслоения  в 
силу формул (1.2, 1.3—1.10, 1.13, 3.1) имеют следующий вид: 

∧ ,  ∧ Ω ,  Ω , 

∧ Ω ,  ∧ Ω ,         (3.3) 

где 

Ω ∧ ∧ ∧ ( | |  

	 | | | | ∧ ∧ , 

Ω ∧ ∧ ∧ ( | |  

	 | | | | ∧ ∧ , 

Ω ∧ ∧ ( | |  

| | ∧ ∧ ,            (3.4) 

Ω ∧ ∧ ( | |  

	 | | ∧ ∧ ; 

 

2 | | | | | | , 

2 | | | | | | , 

2 | | | | ,                (3.5) 

2 | | | | . 

Следуя работе [12], приходим к выводу, что в касательном 
расслоении  возникает аффинная связность  без круче-
ния с формами связности ,  (3.3), которую, следуя рабо-
те [7], назовем внутренней (касательной) аффинной связно-
стью оснащенного гиперполосного распределения . 

Теорема 7. В дифференциальной окрестности 2-го поряд-
ка оснащенное гиперполосное распределение  индуцирует 
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внутреннюю аффинную связность  в касательном расслоении 
 с формами связности ,  (3.3) и 2-формами кривиз-

ны (3.4). Компоненты тензора , , ,  связ-

ности  имеют строение (3.5). 
 
2. Структурные уравнения нормального расслоения  

[12] с учетом уравнений (1.2, 1.3—1.10, 1.13, 3.1) можно пред-
ставить в виде: 

∧ Ω   (а),   0, 

∧ ∧ Ω ,  Ω ,      (3.6) 

где 

Ω ∧ ∧ ∧   (а), 

Ω ∧ ∧ ∧ , 

Ω ∧ 0,                      (3.7) 

Ω ∧ ∧ ∧ ; 

 

2   (а),   2 ,              (3.8) 

2 , 2 . 

Согласно работе [12], получаем, что в нормальном рассло-
ении  возникает центроаффинная связность , которую 
назовем нормальной центроаффинной связностью оснащенно-
го гиперполосного расслоения . 

Теорема 8. В дифференциальной окрестности 2-го поряд-
ка оснащенное гиперполосное распределение  индуцирует 
в расслоении  нормалей 1-го рода нормальную центро-
аффинную связность  с формами связности  и 2-фор-

мами кривизны (3.7), компоненты тензора кривизны  ко-

торой имеют строение (3.8). 
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Поскольку в каждой точке ∈  определена характери-
стика  гиперполосного распределения  [7; 14], 
причем ⊂ , то на базисной поверхности  опре-
делено расслоение характеристик , которое представляет 
собой нормальное 1 -мерное подрасслоение 

 [12]. 
Структурные уравнения расслоения  определяются 

уравнениями (3.6, а), 2-форма Ω  определена уравнением (3.7, а), 

а тензор кривизны  имеет вид (3.8, а). Связность в рассло-
ении характеристик  назовем нормальной центроаффин-
ной характеристической связностью  оснащенного гиперпо-
лосного распределения . 
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A rigged hyperstrip distribution is a special class of hyperstrips. The 

study of hyperstrips and their generalizations in spaces with various fun-
damental groups is of great interest due to numerous applications in 
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mathematics and physics. A special place is occupied by regular hyper-
strips, for which the characteristic planes of families of principal tangent 
hyperplanes do not contain directions tangent to the base surface of the 
hyperstrip. In this work, we use E. Cartan’s method of external differen-
tial forms and the group-theoretic method of G. F. Laptev. 

In affine space, a hyperstrip distribution is considered, which at each 
point of the base surface is equipped with a tangent plane and a conjugate 
tangent line. The specification of the studied hyperstrip distribution in an 
affine space with respect to a 1st order reference and an existence theorem 
are given. The fields of affine normals of the 1st kind for Blaschke and 
Transon are constructed and the conditions for their coincidence are 
found. The definition of normal affine connection and normal centroaffine 
connection on the studied framed hyperstrip distribution is given. 

 
Keywords: hyperstrip, regular hyperstrip, hyperstrip distribution, af-

fine normals, normal affine connection 
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