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A. Kuleshov 

 
STRUCTURE FORMS OF HIGHER ORDERS  

OF SUBMANIFOLDS 
 
Smooth manifold and submanifold in it are considered. On the 

base of analytic apparatus for the manifold the apparatus for the 
submanifold is constructed, and relationship between them is 
found. It is shown that general formula for this forms in the case of 
surface of the projective space gives the formula coinciding with 
K. Polyakova’s one. 
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ДВОЙСТВЕННЫЕ НОРМАЛЬНЫЕ СВЯЗНОСТИ 
Λ-ПОДРАССЛОЕНИЯ WH-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА 
 

Рассматриваются вырожденные трехсоставные рас-
пределения проективного пространства, которые назва-
ны кратко WH-распределениями [3]. Введены двойст-
венные нормальные связности в расслоениях нормалей 
1-го и 2-го рода Λ-подрасслоения данного WH-распре-
деления. 
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В работе используется следующая схема индексов: 

 nQPLKJ ,1,,,, = ; nLKJ ,0,, = ; rsqp ,1,, = ; 

 1,1,,, −+= nrxwvu ; nm ,ˆ,ˆ 1+=βα ; 1,1, −+= nmβα ; 

 m,rl,k,j,i 1+= ; nrwvu ,ˆ,ˆ,ˆ 1+= ; ),;,(ˆ,ˆ nmrBA 11 += . 

 
1. Пусть n-мерное проективное пространство Pn отнесено к 

подвижному реперу }{ JAR = . Деривационные формулы репе-
ра R имеют вид: 

 K
K
JJ AdA ω= ,  (1) 

где формы Пфаффа K
Jω  подчинены уравнениям структуры 

проективного пространства 

 K
L

L
J

K
JD ωωω Λ= , ∑

=

=
n

J

J
J

0

0ω .  (2) 

2. Известно [3], что WH-распределение в репере 1-го по-
рядка }{ JAR =  задается уравнениями: 

 β
βωω ˆ
ˆ 0

n
i

n
i Λ= , β

βαα ωω ˆ
ˆ 0

nn Λ= , βα
β

α ωω ˆ
ˆ 0ii Λ= , 

 An
Ap

n
p

ˆ
ˆ 0ωω Λ= , Ai

Ap
i
p

ˆ
ˆ 0ωω Λ= , A

App
ˆ

ˆ 0ωω αα Λ= ,  (3) 

 Ap
A

p ˆ
ˆ 0ωω

αα Λ= , Ki
pK

i
p 0ωω Λ= , Ki

K
i

0ωω αα Λ= . 

Пусть WH-распределение оснащено в смысле Нордена — 
Картана [1]. Возьмем другой точечный проективный репер 

}{ JB , адаптированной нормализации },{ 0
p

p
n νν  Λ-подрас-

слоения: 

   v
v
np

p
nnnvvppp AAABABAABAB Λ++==+== νν   ,  ,  , 0

0
00 ,  (4) 

где Kv
nK

v
n

v
n

K
pKpp

Kp
nK

p
n

p
n 00

000
0 ,, ωωωνωνωνων Λ=+Λ∇=+∇=+∇ . 
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Уравнения инфинитезимальных перемещений нового ре-
пера }{ JB  имеют вид: 

 K
K
JJ BdB Ω= .  (5) 

Дифференцируя соотношения (4) с использованием соот-
ношений (1) — (5), выразим формы K

JΩ через формы K
Jω : 

0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0

( ),

( ),

p p n
p n

K p n p p n
q qK p n q p q n

ω ν ω ν ω

ν ω ν ν ω ν ν ω ν ω

Ω = − −

Ω = + − −
  

0 0
0 0 0 0 0, ( )p p p n p p p n n p

n q q n q q qω ν ω ω ν ω ν ω ν ωΩ = − Ω = − + + , 
0 0

0 0 0 0 0, ( )v v v n v v v n n v
n q q n q q qω ω ω ω ν ω ν ωΩ = −Λ Ω = −Λ + + , 

0
0 0 0,  n n n n n

q q qω ω ν ωΩ = Ω = − ,   (6) 
0 0 0

0 0 0 0 0
0

( ),

( ),

p p n
v v p v n v

p v p K v p p q n p v n
n n n p n v p nK n v n n q n n v

ω ν ω ν ω

ω ν ω ω ν ν ω ω ν ν ω ν ω

Ω = − −

Ω = + + Λ − + Λ − − Λ
 

),(  , 0
n
v

v
n

n
q

q
n

p
n

p
v

v
n

Kp
nK

p
n

n
v

p
n

p
v

p
v ωωννωωνωνω Λ+−Λ+=Ω−=Ω  

0,   ( ),u u u n v v K p v v q n k n
v v n v n nK n p n n q n kω ω ω ν ω ν ω ωΩ = −Λ Ω = Λ + −Λ + Λ

.  , n
v

v
n

n
q

q
n

n
n

n
n

n
v

n
v ωωνωω Λ++=Ω=Ω  

Говорят [6], что система форм 

 Kv
Ku

v
u

v
u

v
u

K
Kuuu 0

0
00

000 ωδω ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆˆˆˆ Г,Г +Ω−Ω=Θ+Ω=Θ  (7) 

определяет центропроективную линейную связность ⊥∇  (нор-
мальную центропроективную связность 1-го рода) в расслое-
нии нормалей 1-го рода, если она удовлетворяет структурным 
уравнениям Картана — Лаптева [2]: 

  ,ˆˆ
ˆ
ˆˆ

Qp
PQuuu RD 00

000 ωωω
ω Λ+ΛΘΘ=Θ Qpv

PQu
v

u
v
u RD 00 ωωω

ω Λ+ΛΘΘ=Θ ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ . (8) 

Для того чтобы система форм (7) удовлетворяла структурным 
уравнениям Картана — Лаптева (8), необходимо и достаточно, 
чтобы охваты компонент объекта связности },{ ˆ

ˆˆ
v
KuKu ΓΓ0  имели 

следующий вид: 
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,00 =Γ=Γ=Γ=Γ=Γ n
up

v
nn

v
np

v
upvp  ,0000

unnuun x Λ=Γ=Γ  200 )( nnn x=Γ , 

,2 0
n

n
nn x=Γ  ,0

n
v
u

v
nu

v
un xδ=Γ=Γ  ,00

u
v
ww

v
u

v
uw Λ+Λ=Γ δδ   (9) 

,0
u

n
un

n
nu Λ=Γ=Γ  ,0000

n
n
uvvuuv xΓ+ΛΛ=Γ  ,00

n
n
npnp xΓ=Γ  

где )(1, 0000 q
n

p
n

n
pq

p
npnv

v
nn

def

n r
x ννννν Λ−−=ΛΛ−= , а в качестве тен-

зоров n
uv

n
np ΓΓ ,  можно взять любой из следующих охватов: 

 ,0
0

=Γn
uv  n

uv
n
uv V=Γ
1

, 












Λ

Λ
=
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n
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n
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uv

V
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      0

   
][ ;  (10) 
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n
np b ν+ΛΛ+λ+Λ=Γ α

α  
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01 ( )
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n n n n q
np pn p p n pq nw bα

α νΓ = Λ + + Λ Λ + , 

 ,)(
2
1 0
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q
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n
pqn

n
pp

n
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np bh ν+ΛΛ++Λ=Γ α

α  q
n

n
pqp

n
p

n
np bb ν+ν−=Γ 0
4

, 

 q
n

n
qppp

n
np νΛ+ν−λ=Γ 00
5

, 
6

0 0n n q
np p p qp nw ν νΓ = − + Λ ,  (11) 

 q
n

n
pqpp

n
np bh ν+ν−=Γ 00
7

, q
n

n
qpppp

n
np BC νΛ+ν−+=Γ 243 000
8

, 

 q
n

n
pqpp

n
np C νΛ−ν−=Γ 00
9

, q
npq

n
np ΤΛ=Γ 0

10

, 0][ =Λn
pq . 

Структурные формы (6) при охватах (10), (11) обозначим 

соответственно 
δε

0
ûΘ , 

δε
v
u
ˆ
ˆΘ , где 1,0=δ ; 10,0=ε . Рассматривая 

попарные комбинации охватов (10), (11), получим 22 нор-

мальные связности ,
0ε
⊥∇

ε
⊥∇

1

. 

Следуя работе [5], запишем выражения форм {
00

0
ûΘ , 

00
v
u
ˆ
ˆΘ }, 

определяющих связность 
00
⊥∇ , в следующем виде: 
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00
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0( ) ( )q n q u w n
v v q n v v v u v n w nxω ν ν ω ω ω ωΘ = + − + Λ Λ +Λ −Λ Λ , 
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)]([
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p
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q
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q
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v
n

Kq
nKqv

v
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u u u u n n u w p
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p w n
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ω ω ω ω δ ω ω ν ω

ν ν ω
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.)2( 0
000 np
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v
nvnx ωνν−ΛΛ−+  

В силу соотношений (10) — (12) находим зависимости 

между формами {
δε

0
ûΘ , 

δε
v
u
ˆ
ˆΘ } и формами (12): 

 
00 00

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0( ),   ( ),n u u n n q q n

v v vu n n n n nq n nx x
δε δ δε ε

ω ω ω ν ωΘ = Θ +Γ −Λ Θ = Θ +Γ −  

 
00 00

,  ,u u v v
v v n n

δε δε

Θ = Θ Θ = Θ  (13) 

 ).(  ),( 00

00
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00
nq

n
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nq
n
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n
n

nu
n
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vu

n
v

n
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В результате справедлива 
Теорема 1. На оснащенном в смысле Нордена — Картана 

Λ-подрасслоении данного WH-распределения в расслоении его 
нормалей 1-го рода индуцируется 22 нормальные связности 

,
0ε
⊥∇

ε
⊥∇

1

, определяемые системой слоевых форм {
δεδε

v
uu
ˆ
ˆˆ ,ΘΘ0 }, свя-

занных зависимостями (13), причем для WH-распределения с 

полем симметрического тензора n
pqΛ  связности ,

4δ
⊥∇

5δ
⊥∇  сов-

падают. 
3. Пусть Λ-подрасслоение WH-распределения оснащено в 

смысле Нордена — Бортолотти. В силу наличия подмногооб-
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разия WH  [4], двойственного WH, системам форм {
δεδε

ΘΘ v
uu
ˆ
ˆˆ ,0 } 

соответствуют двойственные им системы форм {
δεδε

ΘΘ v
uu
ˆ
ˆˆ ,0 }, ко-

торые определяют нормальные связности 
δε
⊥∇  в расслоении 

нормалей 2-го рода, двойственные по отношению к связно-

стям 
δε
⊥∇  относительно инволютивного преобразования J [4]. 

Формы {
δεδε

v
uu
ˆ
ˆˆ ,ΘΘ0 } имеют следующие строения: 
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Каждая из систем форм {
δεδε

v
uu   ˆ
ˆˆ , ΘΘ0 } удовлетворяет соответ-

ствующим структурным уравнениям Картана — Лаптева [2]. 
Итак, справедлива теорема, двойственная теореме 1. 

Теорема 2. На оснащенном в смысле Нордена — Бортолотти 
Λ-подрасслоении данного WH-распределения в расслоении его нор-

малей 2-го рода индуцируются 22 нормальные связности ,
δε
⊥∇  

определяемые системой форм (14), причем для WH-распределения 

с полем симметрического тензора n
pqΛ  связности 

4δ
⊥∇  и 

5δ
⊥∇  сов-

падают. 
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DUAL NORMAL CONNECTIONS ON Λ-SUBBUNDLE  
OF WH-DISTRIBUTION IN PROJECTIVE SPACE 

 
Degenerate three-part distributions of the projective space are 

considered. We introduce dual normal connections induced in the 
bundles of the 1-st and 2-nd kind normals of Λ-subbundle of the 
given WH-distribution. 




