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Теорема. В специальной системе координат структурные 
тензоры трехмерной почти контактной метрической структу-
ры 3-го класса Танно и операторы алгебры Ли ее инфинитези-
мальных автоморфизмов имеют вид (6). 
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распределения гиперплоскостных элементов М в про-

странстве аффинной связности nnA , . 

 

Индексы в работе принимают следующие значения: 

 .1,1,,,,,;,0,,;,1,,,,,,  nstkljinKLInSQPKLJI  

Рассмотрим пространство аффинной связности nnA , , за-

данное системой форм Пфаффа  I
K

I  , , I
PQr  и I

KPQr  — соот-

ветственно тензоры кручения и кривизны пространства nnA , . 

Известно [3], что с пространством nnA ,  ассоциируется про-

странство проективной связности nnP , , определяемое системой 

форм Пфаффа I

L
 : 
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при этом пространство nnP ,  является проективным nP  тогда и 

только тогда, когда исходное пространство nnA ,  вырождается 

в аффинное nA )0(  I
KPQ

I
PQ rr . 

Определение 1. Будем говорить, что в пространстве 

аффинной связности nnA ,  задано распределение M (1-го рода 

[4]) гиперплоскостных элементов 1n1n ПA ),П,A(   , если 

это подмногообразие задано в пространстве проективной 

связности nnP , , ассоциированном с nnA , . 

В пространстве nnP ,  распределение M  в репере нулевого по-

рядка  JAA ,0  (где 10 ,  ni ПAAA ) задается [4] уравнениями: 

 Kn
iK

n
i 0  . (1) 

Двукратное продолжение уравнений системы (1) приводит 
к дифференциальным уравнениям компонент полей фунда-

ментальных объектов первого  n
iK  и второго  n

iKL
n
iK  ,  по-

рядков распределения M в nnA ,  (см. [6]). 

(1) 
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Следуя работе [6], можно показать, что регулярное (то есть 

0 n
ij

def

) распределение M в nnA ,  индуцирует: 

— во второй дифференциальной окрестности пространство 

проективной связности nnP , , двойственное nnP ,  относительно 

инволютивного преобразования форм связности по закону: 
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(2) 

причем пространства nnP ,  и nnP ,  могут быть проективными 

лишь одновременно; 

— в первой дифференциальной окрестности многообразие 

M  в nnP , , двойственное исходному распределению M . 

Доказано, что на оснащенном в смысле А. П. Нордена [2] 

регулярном распределении M в nnA ,  индуцируются две двой-

ственные аффинные связности 
1

  и 
2

  (определяемые соот-

ветственно системами форм 
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i  ), обобщенно 

сопряженные относительно поля тензора n
ij  вдоль любой 

кривой, принадлежащей распределению M в nnA , . Например, 

формы 
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i   имеют следующее строение: 
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В случае пространств nnA ,  и nnP ,  с нулевым кручением для 

распределения M  с полем симметричного тензора n
ij  связно-

сти 
1

  и 
2

  совпадают тогда и только тогда, когда нормализа-

ция распределения M  есть нормализация Михэйлеску [7] и 

соприкасающиеся гиперквадрики с многообразием M  имеют 

касание третьего порядка. 

Предположим, что распределение M в nnA ,  оснащено в 

смысле Э. Картана [8], то есть на M в nnA ,  задано поле гео-

метрического объекта  0, n
i
n   [4]: 

 Ki
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i
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n
nnnnd 0
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00 )0(   , 

определяющего поле оснащающих точек 

 0
0 AAAK ni

i
nnn   . 

Заметим, что поле подобъекта  i
n  определяет поле инвари-

антных нормалей первого рода на распределении M в nnA , . 

Известно [7], что обобщенная точка Кенигса нормали перво-

го рода i
n  определяется геометрическим объектом  0, n

i
n  , где 
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 . (3) 

Нормализация распределения гиперплоскостных элемен-

тов M  полями тензора i
n  и квазитензора 0

i  [6] 
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определяет поле тензора 0
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где в качестве функций 0
n  можно взять, например, функции 

строения (3). Поле тензора 0
Jc  задает оснащение в смысле 

А. П. Нордена [2] пространства nnP , . 

Введем в рассмотрение систему форм 
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
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
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Система форм (4) удовлетворяет структурным уравнениям 

Картана — Лаптева [1; 5], а следовательно, определяет про-

странство аффинной связности 
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,
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PQ , например, имеет строение: 
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Из соотношений (5) следует, что пространство 
nn

A
,

1

 имеет ну-

левое кручение тогда и только тогда, когда исходное про-

странство nnA ,  — без кручения. 

В случае, когда нормаль второго рода не лежит в несобст-

венной гиперплоскости, то есть 00 i , имеют место и двой-
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ственные построения. Действительно, задание поля нормалей 

второго рода 0
i  регулярного распределения гиперплоскост-

ных элементов M в nnA ,  определяет оснащение в смысле 

Э. Картана двойственного образа M  полем геометрического 

объекта  0, n
i
n  : 
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В силу двойственности [6] утверждаем, что нормализация 

регулярного распределения M в nnA ,  индуцирует пространст-

во аффинной связности 
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,

2

, двойственное пространству 
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,
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; 

формы связности пространства 
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A
,

2

 в силу (2), (4), (6) имеют 

строение: 
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Теорема 1. Нормализация регулярного распределения ги-

перплоскостных элементов M в nnA ,  индуцирует два двойст-
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венных пространства аффинной связности 
nn

A
,

1

 и 
nn

A
,

2

; при-

чем пространство 
nn

A
,

1

 (
nn

A
,

2

) имеет нулевое кручение тогда 

и только тогда, когда исходное пространство аффинной 

связности nnA , (проективной связности nnP , ) — без кручения. 

Доказаны следующие утверждения. 
Теорема 2. Аффинные связности, определяемые система-

ми слоевых форм 
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совпадают тогда и только тогда, когда направление нормали 

первого рода i
n  ( i

n ) в связности пространства 
nn

A
,

1

 (
nn

A
,

2

) 

переносится параллельно вдоль любой кривой, принадлежащей 

распределению M ( M ) в nnA , ; при этом нормальная точка 

нормали i
n  совпадает с ее точкой Кенигса. 

Теорема 3. Направление нормали первого рода i
n  распре-

деления гиперплоскостных элементов M  в nA  ( 3n ) облада-

ет свойством абсолютного параллелизма относительно связ-

ности 

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



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
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0 , i
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i  пространства 
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,

1

 тогда и только тогда, 

когда точка Кенигса этой нормали неподвижна. 
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ИНТЕГРАЛЫ УРАВНЕНИЙ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ЛИНИЙ 

В СВЯЗНОСТИ ЧЕНЦОВА — АМАРИ 

 
На многообразии распределений вероятностей в 

связности Ченцова — Амари найдены интегралы урав-

нений геодезических. В отличие от известного резуль-

тата (см. [1, с. 199—201] эти интегралы получены непо-

средственным интегрированием уравнений геодезиче-

ских линий. Приведенный в статье результаты был 

анонсирован в [2]. 




