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Иерархия пространств проективной связности 
 

Рассмотрено расслоение проективных реперов над 
гладким многообразием — главное расслоение, типо-
вым слоем которого является проективная группа. За-
дание фундаментально-групповой связности в этом рас-
слоении превращает его в пространство общей проек-
тивной связности. Получены дифференциальные урав-
нения компонент тензора кривизны, их ковариантные 
производные и аналоги тождеств Бианки. 

При совпадении базисных и слоевых индексов вы-
делен частный случай, названный пространством пред-
картановой проективной связности. С помощью при-
клеивания слоев к базе пространства предкартановой 
связности получено пространство проективной связно-
сти Картана. В этом случае тензор кривизны преобра-
зуется в тензор кривизны-кручения, который содержит 
тензор аффинной кривизны-кручения с подтензором 
кручения. 

Построена иерархия рассмотренных пространств, в 
начале которой — расслоение проективных реперов, в 
середине — пространства проективной связности (об-
щее, предкартаново и картаново), в конце — проектив-
ное пространство. 
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1. Связность в расслоении проективных реперов 
 

Рассмотрим расслоение проективных реперов )()2( mnn VG   

над m -мерным гладким многообразием mV , типовым слоем 

которого является проективная группа )2( nnG . Структурные 

уравнения расслоения )()2( mnn VG   имеют вид [1; 2] 
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Продолжим эти уравнения, то есть замкнем и разрешим по 
лемме Лаптева [3]: 
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причем (см. [4]) 

0,0,0,0 ][][][][  jkI
I

klJ
I
jk

i
jk  ,                 (3) 

где символ   обозначает дифференциальное сравнение по 

модулю базисных форм i , а квадратные скобки дают альтер-
нирование. 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

180 

В главном расслоении )()2( mnn VG   зададим фундаменталь-

но-групповую связность способом Лаптева — Лумисте [5] с 
помощью форм 
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Используя структурные уравнения (1), найдем внешние диф-
ференциалы форм (4): 

kI
Jk

jJ
j

I
j

JI
Jj

I
j

jI
J

JI LLd   )(~~~ , 

,)(

])(

[~~~~~~~

lkI
lJk

K
lKk

I
J

I
Kl

K
Jk

I
JkJ

I
k

I
JkK

K
k

K
Kk

I
J

I
Jk

kI
J

K
K

I
J

I
K

K
J

I
J

LL

LL

d













    (5) 

k
Jk

jJ
IjIjK

K
IjIj

j
J

J
IId   )(~~~ , 

где тензорный дифференциальный оператор   действует так: 
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Согласно теореме Картана — Лаптева [6] зададим поле объ-
екта проективной связности },,{ Ij
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Подставим эти дифференциальные уравнения в структур-
ные уравнения (5): 
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причем компоненты объекта кривизны },,{ Ijk
I
Jkl

I
jk RRSR   вы-

ражаются следующим образом: 
I
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][][ Jk
J

jIjkIIjkR   . 

Следовательно, компоненты объекта R  антисимметричны 
по базисным индексам: 

,0,0,0 )()()(  jkI
I

klJ
I
jk RRS                    (9) 

где круглые скобки обозначают симметрирование. 
Утверждение 1. Проективная связность в расслоении 

проективных реперов )()2( mnn VG   задается с помощью форм 

(4), которые определяются объектом проективной связности 

},,{ Ij
I

Jk
I
jL   , компоненты которого удовлетворяют 

дифференциальным уравнениям (6). Формы проективной связ-
ности (4) подчиняются структурным уравнениям (7), кото-
рые вместе с уравнениями (11) составляют систему струк-

турных уравнений пространства проективной связности 

mnnG ),2(  . В уравнения (7) входят компоненты объекта проек-

тивной кривизны },,{ Ijk
I
Jkl

I
jk RRSR  , выражающиеся по фор-

мулам (8) через компоненты объекта связности   и их 
пфаффовы производные. 

 
 

2. Тензор проективной кривизны 
 

Продолжим дифференциальные уравнения (6) и запишем 
результат в виде сравнений: 
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Проальтернируем эти сравнения по базисным индексам и 
учтем сравнения (3): 
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Запишем дифференциальные сравнения для произведений, 
входящих в формулы (8): 
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Вычтем сравнения (11) из соответствующих сравнений 
(10), используем формулы (8) и запишем результат в виде 
дифференциальных уравнений: 
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Из этих уравнений с учетом условий антисимметрии (9) 
следует антисимметрия пфаффовых производных компонент 
объекта R  по парам базисных индексов: 

0,0,0 )()()(  ljkI
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ljk RRS .                  (13) 

Утверждение 2. Объект кривизны проективной связности 
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I
jk RRSR   является тензором, компоненты которого 

удовлетворяют дифференциальным уравнениям (12), причем 
тензор R  не имеет подтензоров. 

При 0R  уравнения (7) упрощаются: 
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Это структурные уравнения проективной группы )2( nnG . 

Утверждение 3. Если тензор проективной кривизны R  
обращается в нуль, пространство проективной связности 

mnnG ),2(    вырождается в прямое произведение mnn VG  )2(  со 

структурными уравнениями (11 ,14). 

 
3. Аналоги тождеств Бианки 

 
Для нахождения ковариантных производных компонент 

тензора R  относительно проективной связности внесем фор-
мы связности (4) в дифференциальные уравнения (12): 
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где ковариантные производные выражаются через пфаффовы 
производные следующим образом: 
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Замкнем структурные уравнения (7): 

0)~~
(  kjJI

Jjk
I
jk RS  , 

0]~~)~~(
~

[  lk
J

I
kl

I
JklK

K
kl

K
Kkl

I
J

I
Jkl SRSRR  , 

0)~~
(  kj

J
J
IjkIjk RR  . 

Подставим в эти кубичные уравнения дифференциальные 
уравнения (15): 
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Утверждение 4. Ковариантные производные (16) компо-

нент тензора кривизны },,{ Ijk
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jk RRSR   относительно про-

ективной связности, задаваемой объектом },,{ Ij
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jL   , 

подчиняются аналогам тождеств Бианки (18). 
Продолжим дифференциальные уравнения (15) с помощью 
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Проциклируем эти дифференциальные сравнения по трем 

базисным индексам, затем используем условие ( 13 ) полуголо-

номности [4] базы mV  и антисимметрию (9) компонент тензо-

ра кривизны R: 

0~~~~
}{}{  JI

jklJ
I
jkl RS  , 

,0~~~~
)~~~~

(
~~

}{}{}{}{}{  J
I
klp

I
klpJK

K
klp

K
klpK

I
J

I
klpJ SRSRR   

0~~~~
}{}{  J

J
jklIjklI RR  .                            (19) 

Утверждение 5. Циклированные ковариантные производ-

ные I
jklS }{

~
, I

klpJR }{
~

, }{
~

jklIR  компонент тензора проективной кри-

визны R образуют тензор, компоненты которого удовлетво-
ряют дифференциальным сравнениям (19), поэтому аналоги 
тождеств Бианки (18) инвариантны в совокупности. 
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4. Пространство предкартановой проективной связности 
 
Рассмотрим частный случай nm  , когда базисные и слое-

вые индексы принимают одинаковые значения. Тогда ограни-

чимся одной серией индексов: ni ,1,  . Структурные урав-
нения )7,1( 1  для пространства nnnG ),2(  , которое назовем пред-

картановым (ср. [7]), запишем в виде 
i
j

jid   , 

,

,
lki

jkl
i

j
k

k
i
j

i
k

k
j

i
j

kji
jk

i
j

ji

Rd

Sd








    (20) 

kj
ijkj

j
ii Rd   . 

Дифференциальные уравнения (15) для компонент тензора 
предкартановой кривизны },,{ ijk

i
jkl

i
jk RRSR   примут вид 

li
jkl

li
ljk

i
jk SRS  )( , 

,)()(
)(

pi
jklpj

i
kl

i
jklp

p
kl

p
pkl

i
j

i
klj RSRSRR      (21) 

,)(
l

ijkll
l
ijkjki RRR    

где, например, 
l
k

i
jl

l
j

i
lk

I
l

l
jk

i
jk

i
jk SSSdSS  )( . 

Замечание 1. В уравнениях (20), (21) опущен знак «~», что-
бы не загромождать записи. 

 
5. Пространство проективной связности Картана 

 
Отождествим структурные уравнения ( 120 ) и )20( 2 , то 

есть положим 
ki

jk
i
j

i
j

ii S   , .                        (22) 
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Это означает приклеивание (см., например, [6, с. 110, 118]) к 
точкам базы nV  проективных пространств )(/ *

)2( nGAGP nnn  , 

где )(* nGA  — коаффинная (центропроективная) подгруппа про-

ективной группы )2( nnG . В результате приклеивания проек-

тивные пространства nP  становятся центропроективными про-

странствами 0
nP . 

Утверждение 6. При отождествлении (22) пространство 
предкартановой проективной связности nnnG ),2(   превраща-

ется в пространство проективной связности Картана nnP , , 

структурные уравнения которого запишем в виде 

,kji
jk

i
j

ji sd    

lki
jkl

i
j

k
k

i
j

i
k

k
j

i
j rd   ,      (23) 

kj
ijkj

j
ii rd   . 

Замечание 2. Обозначение Картана nnP ,  соответствует 

проективному расслоению )( nn VP  [1; 2] с заданной геометри-
ческой связностью, которое имеет структурные уравнения 
(20 21 ). 

Замечание 3. Связность Картана не является (см., напри-
мер, [8, с. 167]) фундаментально-групповой связностью в глав-
ном расслоении, так как базисные формы i  перемножаются 

со слоевыми формами j  в структурных уравнениях (23 2 ). 

Условия приклеивания (22) упрощают дифференциальные 
уравнения (21), которые запишем в следующем виде: 

,0,0,0  j
i
klp

p
kl

i
j

i
jkll

l
ijkijk

i
jk ssrrrs         (24) 

где, например, 
l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
jk

i
jk sssdss   . 
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Замечание 4. Тензор кривизны },,{ ijk
i
jkl

i
jk RRSR   простран-

ства предкартановой проективной связности nnnG ),2(   после 

перехода к пространству проективной связности Картана 

nnP ,  называют тензором кривизны-кручения },,{ ijk
i
jkl

i
jk rrsr  . 

Утверждение 7. Тензор проективной кривизны-кручения 

},,{ ijk
i
jkl

i
jk rrsr   пространства проективной связности Карта-

на nnP , , компоненты которого удовлетворяют дифференци-

альным сравнениям (24), содержит [9] тензор аффинной 

кривизны-кручения },{ i
jkl

i
jk rsr   с подтензором кручения 

}.s{s i
jk  

Если тензор кручения аннулируется (s = 0), то пространст-
во nnP ,  называется пространством проективной связности Кар-

тана nnP ,  без кручения. Структурные уравнения (23) для про-

странства nnP ,  запишем в виде 

i
j

jid   , 

)( j
i
kk

i
j

li
jkl

ki
k

k
j

i
j rd   ,         (25) 

k
ijk

j
j

j
ii rd   . 

В этом случае центропроективные пространства 0
nP  слу-

жат касательными пространствами к базе nV . 

Утверждение 8. База nV  пространства проективной связ-

ности Картана без кручения nnP ,  является центропроектив-

ным многообразием [10] со структурными уравнениями (25), 
причем связность Картана не порождает в нем центропро-
ективную связность. 
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6. Иерархия 

 
Подведем итог. Задание фундаментально-групповой связ-

ности в расслоении проективных реперов )()2( mnn VG   над глад-

ким многообразием mV  превращает расслоение в про-

странство проективной связности mnnG ),2(  . Совпадение ба-

зисных и слоевых индексов )( nm   дает частный случай рас-

слоения проективных реперов )()2( nnn VG  . Задание связности в 

нем приводит к пространству предкартановой проективной 
связности nnnG ),2(  . С помощью приклеивания из пространства 

nnnG ),2(   получается пространство проективной связности Кар-

тана nnP ,  с тензором проективной кривизны-кручения r , со-

держащим тензор аффинной кривизны-кручения r  с подтен-
зором кручения s . Если 0s , то имеем пространство проек-
тивной связности Картана без кручения nnP , . При аннулирова-

нии более широкого тензора 0r  пространство nnP ,  превра-

щается в пространство проективной связности Картана без 
аффинной кривизны-кручения nnP , . Наконец, если тензор про-

ективной кривизны-кручения обратится в нуль (r = 0), то про-
странство nnP ,  преобразуется в проективную группу )2( nnG , 

из которой можно построить проективное пространство nP . 
Изобразим иерархию указанных пространств: 

)(

,)(
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где стрелка показывает переход к особому случаю, а двойная 
стрелка указывает на дополнительное построение в предыду-
щем пространстве, позволяющее получить другое простран-
ство. Эта иерархия показывает место пространств проектив-
ной связности Картана с точки зрения главных расслоений 
(ср.: [8, с. 167]). 
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We consider the bundle of projective frames over a smooth manifold, 

i. e. the principal bundle whose typical fiber is the projective group. The 
giving fundamental-group connection in this bundle transforms it into a 
space of general projective connection. Differential equations of compo-
nents of the curvature tensor, their covariant derivatives and analogues of 
Bianchi identities are obtained. 

When the basic and fiber indices coincide, a special case is identified, 
called the space of a pre-Cartan projective connection. By means of glu-
ing the fibers to the base of the pre-Cartan connection space we obtain the 
space of the Cartan projective connection. In this case the curvature ten-
sor is transformed into a curvature-torsion tensor, which contains the ten-
sor of affine curvature-torsion with a torsion. 

A hierarchy of the considered spaces is constructed, which there are a 
bundle of projective frames is at the beginning of the hierarchy, the space 
of projective connection (general, pre-Cartan and Cartan) is in the middle, 
a projective space is at the end of the hierarchy. 

 
Keywords: bundle of projective frames, projective connection, ana-

logues of Bianchi identities, pre-Cartan projective connection, gluing, 
projective Cartan connection, curvature-torsion tensor, tensor of affine 
curvature-torsion. 
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