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induces invariant field of Norden — Timofeev planes, i. e. field of nor-

mals of 2-nd kind for the hyperstrip nrm PH )( . 
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ВНУТРЕННЕЕ ОСНАЩЕНИЕ НОРМАЛЬНО 

ЦЕНТРИРОВАННОЙ ТАНГЕНЦИАЛЬНО  

ВЫРОЖДЕННОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

 

В n-мерном проективном пространстве nP  рассмот-

рена нормально центрированная [1] тангенциально вы-

рожденная поверхность 
*
mS , представленная много-

образием пар плоскостей )T,L( rh  (m = h + r), причем 

центр С каждой образующей 
*
hL  описывает r-мерную 
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поверхность rX , а касательная плоскость rT  к этой по-

верхности и образующая 
*
hL  пересекаются лишь в цен-

тре С. Произведено композиционное оснащение по-

верхности 
*
mS . Доказано, что в предположении сущест-

вования двух относительных инвариантов, композици-
онное оснащение строится внутренним образом. 

 

Пусть индексы принимают следующие серии значений: 

 .n,1m,...;m,1h,...i;h,1,...a   

Уравнения нормально центрированной тангенциально вы-

рожденной поверхности относительно репера 

}A,A,A,A{R ia  , где точки aA  помещены на плоскую об-

разующую *
hL , А — в центр С, iA  — на касательную плос-

кость rT  поверхности rX , имеют вид [2] 

 ,,0,0,0 j
ijia

a     (1) 

 ji
aj

i
a

ja
ij

a
i ,  . 

Функции i
aj

a
ijij ,,   составляют фундаментальный объ-

ект 1-го порядка 1  поверхности *
mS . Его компоненты удовле-

творяют соотношениям [2] ,0]ij[  ,0a
]ij[   0]ik

i
j[a    и 

следующим уравнениям: 

 ,,, ki
ajka

i
j

i
aj

ka
ijk

a
ij

a
ij

k
ijkij  

 (2) 

где тензорный оператор   действует следующим образом: 

 



  ij
k
jik

k
ikjijij d . 

Утверждение 1. Фундаментальный объект первого по-

рядка 1  поверхности *
mS  является квазитензором, содержа-

щим простейший и простой тензоры: }{ ij
 , },{ a

ijij 
. 
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Компоненты фундаментального объекта 2-го порядка 

},,,{ a
ijkijk

i
ajk

12    удовлетворяют дифференциальным 

уравнениям (2) и следующим сравнениям по модулю базисных 

форм 
l : 

0)( ikj
l

jlikklijijk  


 , 

0)(

)(

i
a
kjk

a
ijj

a
ik

la
jlkijk

a
il

a
lkij

a
ijk

a
ijk



 





,  (3) 

0l
l
ak

i
jk

i
aj

i
ajk  . 

Предположим [3], что существует нетривиальный относи-

тельный инвариант )(II ij
 . Дифференциальное уравнение 

для любого относительного инварианта I имеет вид: 

 i
i

i
i

a
a I

~
)(IdI  

 ,  (4) 

где  ,,  — некоторые коэффициенты. Присоединим к нор-

мально центрированной тангенциально вырожденной поверх-

ности подобъект первого порядка }V{ ij
 , компоненты которого 

являются частными производными логарифма инварианта по 

компонентам фундаментального подобъекта  ij : 

 







ij

ij Iln
V .  (5) 

Этот объект будем называть обращенным подобъектом  

1-го порядка тангенциально вырожденной поверхности. Из (5) 

с учетом дифференциальных уравнений )2( 1  следует: 

  






 )(VdVIlnd k

jik
k
ikjij

k
ijk

ij
ij

ij
 

 k
jik

ijk
ikj

ij
ij

ijk
ijk

ij VVVV  












 . 

Сопоставляя полученное с уравнением (4), имеем 
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 j
kik

iji
kkj

ij
ij

ij

2
V,

2
V,V 





 









 .  (6) 

Сворачивая (6) по индексам i и j,   и  , получим: 

 r
2

V,r
2

V),mn(V ij
ij

ij
ij

ij
ij 




 






 , 

откуда 



 


 ij

ij
ij

ij V
mn

1
,V

r

2
. Пусть )mn(rV ij

ij  , 

тогда ),mn(2   r . Уравнение (4) для относительного 

инварианта I принимает вид 

 ),
I

I
~

I(Ir)mn(2Ilnd i
i

i
i

i
i  

  

а компоненты обращенного подобъекта }V{ ij
  связаны с ком-

понентами подобъекта 
 ij  соотношениями: 

 
j
kik

iji
kkj

ij
ij

ij )mn(V,)mn(V,rV  









 .  (7) 

Поскольку компоненты тензора }{ ij
  удовлетворяют диффе-

ренциальным уравнениям )2( 1 , дифференциальные сравне-

ния для компонент }V{ ij
  имеют вид: 0Vij   . Таким обра-

зом, обращенный подобъект первого порядка }V{ ij
  является 

тензором. 

Произведем композиционное оснащение тангенциально вы-

рожденной поверхности *
mS , состоящее в присоединении к каж-

дой касательной плоскости )LAP:P(]P,T[T *
h1h1h1hrm    

следующих плоскостей: 1) n1mnm1mn PCT:C    — плоско-

сти Картана; 2) m1m1m TNA:N    — нормали 2-го рода 

А. П. Нордена. Плоскость Картана 1mnC   определяется сово-

купностью точек AAAAB i
i

a
a

  , а нормаль  



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 42 

2-го рода 1mN   — точками AAB aaa  , AAB iii  , при-

чем совокупность точек aB  задает плоскость *
h1m1h LNP   , а 

точки iB  определяют нормаль 2-го рода r1m1r TNN    для 

поверхности центров rX . 

Композиционное оснащение задается квазитензором 

),,,,( ai
ia   , компоненты которого удовлетворяют 

следующим уравнениям: 

 ,, j
ijii

i
aiaa   

 ,ji
j

ii    ,ia
i

aa     (8) 

 i
ii

i
a

a   .   

Утверждение 2. Оснащающий объект   поверхности 
*

mS  

является квазитензором, содержащим 4 простейших и 1 про-

стой подквазитензоры: },,{},{},{},{},{ iaai
ia   . 

Найдены уравнения на пфаффовы производные 1-го и  

2-го порядков компонент оснащающего квазитензора. Для даль-

нейшего рассмотрения нам понадобятся следующие из них: 

 ,)( ja
ij

ja
ijij

aa
i  


  

 .)( ki
jkk

ki
j

ai
aj

k
kj

ii
kj

ki
j  





  (9) 

Построим охваты компонент оснащающего квазитензора: 

1. Охватим простейший подквазитензор }{ a , определяю-

щий )1h(  -мерную плоскость 1h
*
h1h PA,LP   . Для этого 

свернем сравнения, полученные из )2( 3  по индексам i и j: 

 )
r

1
(,0r a

i
ai  ;   0

r

1
a

i
ai  . 

Сопоставляя полученное с уравнениями )8( 1 , построим охват 

компонент квазитензора }{ a  по формулам: 
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 i
aia

r

1
 .  (10) 

2. Охватим простейший подквазитензор }{ a
 , определяю-

щий плоскость APL,PPL:P hn
*
hnhn

*
hhn    , аффинно 

дополняющую центрированную образующую *
hL  до объемлю-

щего пространства. Для этого домножим дифференциальные 

уравнения )2( 2  на компоненты 
ijV : 

 ka
ijk

ija
ij

ija
ij

ij VVV  


 . 

Воспользовавшись сверткой )7( 1  и тем, что объект }V{ ij
  — 

тензор, разделим обе части уравнений на r: 

 ka
ijk

ijaija
ij V

r

1
)V(

r

1
  . 

Введем обозначения: 

 ija
ijk

a
k

ija
ij

a V
r

1
,V

r

1
  ,  (11) 

и перепишем последние уравнения в виде ( 48 ). 

3. Охватим простейший подквазитензор }{ i
 , определяю-

щий нормаль 1-го рода APT:P mnmmn   . Для этого перепи-

шем сравнения на пфаффовы производные компонент про-

стейшего подквазитензора }{ a
  в виде 

 )T(T a
ij

a
ij

a
ij

ja
ij

ja
ij

a
i  


 .  (12) 

Объект 
a
ijT  с симметричными по нижним индексам компонен-

тами является тензором, так как он удовлетворяет сравнениям 

0Ta
ij  . Обратим тензор 

a
ijT . В предположении, что сущест-

вует инвариант )T(JJ a
ij , присоединим к поверхности *

mS  по-
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добъект ij
a . Компоненты объекта a

ijT  связаны с компонента-

ми обращенного объекта ij
a  соотношениями: 

 b
a

b
ij

ij
a

j
k

a
ik

ij
a

i
k

a
kj

ij
a rT,hT,hT  .  (13) 

Обращенный объект ij
a  является тензором, так как 0ij

a  . 

Домножим уравнения (12) на обращенный объект ik
a  и вос-

пользуемся сверткой )13( 2 : 

 ja
ij

ik
a

jk
j

a
i

ik
a h   . 

Учитывая, что ik
a  — тензор, разделим обе части последних 

уравнений на h: 

 ja
ij

ik
a

kik
a

a
i

h

1
)(

h

1
  . 

Вводя обозначения: 

 ki
a

a
kj

i
j

ji
a

a
j

i

h

1
,

h

1
  ,  (14) 

получим уравнения )8( 3 . 

4. Охватим простейший подквазитензор }{ i , определяю-

щий нормаль 2-го рода 1rP   поверхности 

1rr1rr PA,TP:X   . Для этого домножим сравнения )3( 1  на 

компоненты обращенного подобъекта mjV : 

 0V)(VV ikj
mjl

ikjlijkl
mj

ijk
mj  







 . 

Воспользуемся сверткой )7( 2  и свернем полученное сравне-

ние по индексам m и k: 

 0)mn(r)(VV i
l

ikjlijkl
kj

ijk
kj  





 . 

Учитывая, что подобъект kjV  — тензор и применяя свертку 

)7( 3 , получим: 
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mn

1
,0)mn(r))(mn()V( i

l
ik

k
lij

j
lijk

kj


 


  

 
r

1
,0r2)V(

mn

1
i

l
ilijk

kj 





  

 .0))mn(2V(
)mn(r

1
i

l
ilijk

kj 





  

Введем обозначения: 

 ))mn(2V(
)mn(r

1 l
ilijk

kj
i 


 


 .  (15) 

Последние сравнения с учетом обозначения (15) можно пере-

писать в виде )8( 2 . 

5. Построим охват компонент   простого подквазитензо-

ра },,{ ai
  , определяющего плоскость Картана 1mnP  , 

компоненты ia ,    которого уже охвачены по формулам (11), 

(14). Для этого дифференциальные сравнения, полученные из 

)9( 3 , свернем по индексам i и j: 

 0)(r i
iai

ai
k

ki
ii

ki
ki

i  





 . 

Внося часть слагаемых под знак оператора   с учетом диффе-

ренциальных уравнений )2(),8( 4,3  на компоненты оснащаю-

щих подквазитензоров },{ a
  }{ i

  и компоненты фундамен-

тального объекта 1 , найдем 

 )
r

1
(,0)(r)( a

a
i

iai
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i
ki

ki
i  


  
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1
a
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i

iai
ai

i
ki

ki
i  


  

Введем обозначения: 

 )(
r

1 ai
ai

i
ki

ki
i 


  ,  (16) 
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тогда последние сравнения перепишутся в виде )8( 5 . 
 

Теорема. В предположении существования двух относи-

тельных инвариантов )T(JJ),(II a
ijij    внутреннее компо-

зиционное оснащение поверхности *
mS  определяется осна-

щающим квазитензором  , компоненты которого охватыва-

ются по формулам (10), (11), (14)—(16). 
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A. Vyalova 

 

INNER CLOTHING  

OF NORMALLY CENTERED 

TANGENTIAL DEGENERATE SURFACE 

 

In the n-dimensional projective space nP  normally centered [1] tan-

gential degenerate surface 
*
mS , as a manifold of pair planes )T,L( rh  

(m=h+r), is considered. Here center C of each plane 
*
hL  describes  

r-dimensional surface rX  and tangent plane rT  to this surface and gen-

erator 
*
hL  are intersected only at the center C. The composite clothing of 

the surface 
*
mS  is made. It is proved, that assuming existence of two rela-

tive invariants composite clothing is built in the inner way. 




