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Выводятся явные соотношения для термодинамических величин и уравнения 

адиабаты для газа, описываемого уравнением состояния самого общего вида. Для наи-
более известных уравнений состояния приведены явные формулы. В качестве примера 
исследован характер поведения скорости звука как функции температуры и давления 
для газа Ван дер Ваальса и проведено сравнение полученных результатов с эксперимен-
тальными данными. Анализ показал, что полученные формулы значительно лучше 
описывают скорость звука в широком диапазоне давлений и температур. 
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Введение 
 
Нелинейность исходных эволюционных уравнений и уравнений 

состояния в динамике жидкостей и газов приводит к появлению спе-
цифических нелинейных эффектов, таких как генерация шума пото-
ком, появление турбулентности, искажение профиля движущегося 
возмущения, в том числе формирование ударной волны и самофоку-
сировка акустического пучка. Особенности проявления этих и других 
нелинейных эффектов, наблюдаемых при распространении возмуще-
ний, зависят от нелинейных свойств среды. Этим определяется значи-
мость выбора уравнения состояния для корректного замыкания систе-
мы уравнений гидродинамики. Вопрос о правильности выбора урав-
нений состояния становится особенно актуальным при описании воз-
мущений в среде, находящейся вблизи критического состояния или 
вблизи области фазового перехода, а также при учете физических эф-
фектов, связанных с нелинейностью среды и распространением звуко-
                                                           
© Верещагина И. С., 2022 

 



И. С. Верещагина 

 

109 109

вых волн. Для правильного описания нужно не только правильно вы-
брать уравнение состояния, но и получить основные термодинамиче-
ские величины. Явные выражения для основных термодинамических 
величин для идеального газа и газа Ван дер Ваальса можно найти в [1], 
для вириального разложения с ошибкой — в [2]. Некоторые общие 
формулы для термодинамических величин для газов с общим уравне-
нием состояния приведены в книге [3]. 

Эти вопросы остаются актуальными при рассмотрении реальных 
сред. Построению моделей с неидеальными уравнениями состояния 
посвящена работа [4]. Обобщается основанная на частицах модель гид-
родинамики с непрерывными скоростями для моделирования жидко-
стей с исключенными объемными эффектами. В работе [5] рассматри-
вается слабо и сильно неидеальная плазма. В обоих случаях уравнения 
состояния водородной и пылевой плазмы изучались на основе эффек-
тивных потенциалов. 

Хорошо известно, что скорость звука в идеальном газе не зависит от 
давления. Учет поправок газа на неидеальность [6] показывает, что со-
ответствие аналитических результатов и эксперимента становится 
лучше, однако поправки позволяют сделать описание более точным 
только в узком диапазоне параметров. В данной работе анализируется 
выбор уравнения состояния для неидеальной среды, что приобретает 
важность при распространении акустических волн в жидкостях, плаз-
ме, атмосфере. Представлено явное соотношение, с помощью которого 
можно найти зависимости скорости звука от температуры и давления в 
явном или параметрическом виде для газа, описываемого уравнением 
состояния самого общего вида. Построены соответствующие зависимо-
сти с использованием наиболее известных уравнений состояния, про-
ведены сравнения с экспериментальными данными, показано, что по-
лученные зависимости лучше отвечают эксперименту, чем приведен-
ные ранее. 

 
Уравнения состояния и термодинамические величины  

для неидеального газа 
 
Для полного описания физических процессов на основе системы га-

зо- и гидродинамики используют термическое и калорическое уравне-
ния состояния, определяющие соответственно зависимость давления и 
внутренней энергии термодинамической системы от температуры и 
плотности. Равновесные внутренние параметры, характеризующие со-
стояние системы, являются функциями внешних параметров и темпе-
ратуры. Соотношения, определяющие зависимость внутренних пара-
метров системы от внешних, традиционно называют уравнениями со-
стояния. Общее число уравнений состояния термодинамической си-
стемы равно числу ее термодинамических степеней свободы, то есть 
числу независимых параметров, характеризующих равновесное состо-
яние системы. Калорическое и каждое из термических уравнений со-
стояния являются независимыми. Однако они могут быть связаны не-
которым дифференциальным соотношением. Если рассматривается 
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простая система, то есть система с постоянным числом частиц, равно-
весное состояние которой определяется только одним внешним пара-
метром (обычно плотность  ) и температурой Т, термическое и кало-
рическое уравнения имеют вид 

   , ,    ,P P T E E T   . 

Для простых систем справедливо следующее дифференциальное 
уравнение связи: 

     
V T

P E
T P

T V
            

.                                           (1) 

В рамках термодинамики вывести уравнения состояния нельзя. Ис-
торически первоначально они устанавливались из опыта. Первым са-
мым простым и самым известным термическим уравнением состояния 
стало уравнение состояния для идеального газа — уравнение Клайпе-
рона — Менделеева: 

0PV R T , где 
m
M

  . 

Ему соответствует калорическое уравнение вида 

VE C dT  , 

где CV — теплоемкость газа при постоянном объеме. Но это уравнение 
удовлетворительно описывает поведение реальных газов в очень узком 
диапазоне изменения внешних параметров — давления и температуры. 
Это связано прежде всего с тем, что уравнение для идеального газа не 
учитывает внутреннюю структуру молекул и наличие сил взаимодей-
ствия между ними. 

Для реальных газов были предприняты многочисленные попытки 
подобрать эмпирические уравнения состояния, которые бы лучше 
описывали поведение систем. 

Первым и самым известным является эмпирическое уравнение со-
стояния Ван дер Ваальса, которое для одного моля вещества имеет вид 

  02  
a

P V b R T
V

    
 

,                                           (2) 

где а и b — феноменологические константы, не зависящие от темпера-
туры и давления и различные для разных веществ. 

Но и уравнение Ван дер Ваальса также недостаточно хорошо в ко-
личественном отношении описывало поведение реальных систем. Это 
привело к многочисленным попыткам подобрать более точные урав-
нения состояния. Из простых уравнений с двумя эмпирическими па-
раметрами неплохие результаты дают первое и второе уравнения Ди-
теричи 

    05/3,          
a a

P V b RTexp P V b R T
RTV V

           
   

              (3) 
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и уравнение Бертло 

  02   
a

P V b R T
TV

    
 

.                                  (4) 

Существуют уравнения состояния, использующие пять индивиду-
альных постоянных. Наиболее удачным оказалось уравнение Битти — 
Бриджмена [7] 

2

02 31   1  .
1

A a V c
P R T

bV V VTV B
V

                        
 

 

В течение некоторого времени именно оно применялось для со-
ставления справочных таблиц для реальных газов в широком диапа-
зоне изменения давления, объема и температуры. «Индивидуальными» 
константы в эмпирических уравнениях состояния названы потому, что 
для разных сред они имеют различные (индивидуальные) значения. 
В настоящее время при составлении наиболее точных справочных таб-
лиц свойств реальных газов и для вычисления термодинамических 
функций газов используют уравнение Бенедикта — Вебба — Рубина с 
одиннадцатью индивидуальными параметрами 

4

2 5 3 3 2 2
0

1
r r r r r r r

PV B C D C
exp

R T V V V T V V V
 

   
         

   
, 

где 

3 32 4 2 2
1 1 12 3 2 ,       ,     ,

r r r r r r

b cb b c d
B b C c D d

T T T T T T
          

 ,        r r
kr kr

V T
V T

V T
  . 

Здесь krV  и krT  — критические объем и температура. 
Для реальных газов к настоящему моменту предложено более 150 эм-

пирических термических уравнений состояния. 
Каммерлинг-Оннес и Кизом первыми предложили в качестве урав-

нения состояния использовать разложения по степеням 1V   или P: 

   
2

0 2 31 ,  
N N

PV R T B T B T
V V

           
     

                    (5) 

где B(T) — вириальные коэффициенты. Использование вириальных 
уравнений состояния позволило достичь хорошего согласия с экспери-
ментом, однако еще более важно то, что разложение по степеням 1V   
получило надежное теоретическое обоснование. Указанное обоснова-
ние было получено в рамках статистической физики, более общей по 
сравнению с термодинамикой. 
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Здесь мы рассмотрим методику получения термодинамических со-
отношений для неидеального газа, описываемого уравнением состоя-
ния в виде 

   0
1 1

1

, , , 
R T

P T V P T V
V b

 


                                  (6) 

где P — давление газа, P  — добавка, учитывающая отклонение уравне-

ния состояния от уравнения состояния идеального газа, 1

V
V


  — мо-

лярный объем, V — объем газа,   — количество вещества, 0R - универ-

сальная газовая постоянная, T — температура газа, b — эмпирическая 
константа уравнения состояния. 

Любое уравнение состояния можно представить в виде (6). Это 
наиболее общий вид уравнения состояния неидеального газа. Напри-
мер, уравнению состояния идеального газа соответствует случай b = 0 и 

0P  . А для уравнения Ван дер Ваальса 2
1

a
P

V
 . 

Уравнением связи для уравнения состояния в форме (6) и калори-
ческого уравнения состояния 1?( )E E V T  является уравнение 

11 VT

E P
T

V T
         

, 

где E — внутренняя энергия. Представим ее в виде 

0E E E   . 

0 2 A

f
E N kT  — внутренняя энергия полу идеального газа, a E  — 

добавка, учитывающая энергию взаимодействия молекул, f — число 
степеней свободы. Подставляя это выражение в уравнение связи, полу-
чим выражение для добавки энергии: 

1 1 1

1 1 1

2 2
1 1 1.     

V V V

V V V

P P P
E T P dV T dV T dV

T T T T T  

                          
    

Пределы интегрирования выбираем так, чтобы 0 E  при 1V  . 

Для внутренней энергии получаем соотношение 

1

1

2
0 1. 

V

V

P
E E T dV

T T

 
    

                                         (7) 

Из (7) можно сделать вывод, что если P пропорциональна темпера-
туре T, то внутренняя энергия совпадает с внутренней энергией иде-
ального газа. 
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Зная внутреннюю энергию, можно найти выражение для теплоем-
кости газа при постоянном молярном объеме: 

1

1 1

1 1

2
0

12

 
 

V

V V
V V

E P
C C T dV

T T

            
 ,                          (8) 

1

1

0 0

2V A
V

fE
C N k

T
    

, f — число степеней свободы. 

Из (8) следует, что теплоемкость газа при постоянном молярном 
объеме совпадает с теплоемкостью идеального газа, когда зависимость 
P  от температуры Т является линейной. 

Для разности теплоемкостей  PC и 
1VС  получим соотношение вида 

 
1

1

1

2

1
2

01
0 2

1

0 1

1  

.

1  

V

P V
TV

T

V b P
R TVP

C С T R
T P V b P

R T V

   
                       
   

 

Можно вычислить энтропию неидеального газа, используя соотно-

шение 
1

1

V
V

S
C T

T
    

, уравнение состояния газа (6) и выражение для 

теплоемкости (8). Здесь S — энтропия одного моля вещества, 1V  — мо-
лярный объем. Для вычисления проинтегрируем соотношение для 
теплоемкости по температуре. И, учитывая соотношение 

 
1 1

2 2
0

2 2
1

 
V V

R TP
P

V bT T

   
         

, 

для энтропии получим: 

 
1

1

1

0
0 0 1   1ln l   .n

V

V
V

P
S S R V b C T dV

T

 
       

                       (9) 

Если P  не зависит от температуры T, формула для энтропии сов-
падает с выражением для энтропии идеального газа. Соотношение (9) 
обобщает известные выражения для энтропии идеального газа и газа 
Ван дер Ваальса. 

Теперь можно получить уравнение адиабаты в общем виде. Для 
адиабатического процесса S = So = const. Учитывая это, из соотношения 
(9) получаем уравнение адиабаты в форме 

 
1

1 1

1
1 10

1
  ,
V

V V

P
T V b exp dV const

TC
 



        
                   (10) 

где 
1

0
0
V

R
C

   — постоянная адиабаты для полуидеального газа. 
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Выражение (10) обобщает уже известные уравнения адиабаты для 
идеального газа (b = 0 и P = 0): 

1
1 .TV const    

Или, если подставить T из уравнения состояния, получаем в форме: 

1  .PV const   

А для газа Ван дер Ваальса 
2

1

a
P

V
 

  
 

: 

  1
1T V b const   , или  12

1

a
P V b const

V
 

   
 

. 

Соотношение (10) не совпадает с уравнением адиабаты, приведен-
ным в [3], которое является формально правильным, но не позволяет 
получить ничего, кроме адиабаты идеального газа. 

Используя алгебраические соотношения, можно получить осталь-
ные термодинамические потенциалы, такие как: 

F E TS   — свободная энергия (Гельмгольца); 

1G E TS PV    — термодинамический потенциал (свободная энер-
гия Гиббса); 

Ω E TS N    — большой термодинамический потенциал ( — хи-
мический потенциал); 

1Η E PV   — энтальпия. 
В качестве примера приведем выражение для свободной энергии: 

 
1

1

0
0 0 1   1T ln T ln  

V

VF F R V b C T PdV


      . 

Рассмотрим частные случаи. Все полученные формулы справедли-
вы для уравнения состояния общего вида в форме (6). Используя их, 
можно получить выражения для термодинамических потенциалов, 
уравнение адиабаты и соотношение для теплоемкости при постоянном 
молярном объеме для идеального газа и известных уравнений состоя-
ния. Легко заметить, что для идеального газа случай b = 0 и P = 0, полу-
чаем известные соотношения. Рассмотрим другие случаи. 

 

Газ Ван дер Ваальса 
2

1

a
P

V
 

  
 

 

 
Запишем уравнение состояния газа Ван дер Ваальса в виде (6), соот-

ветствующем общему виду уравнения состояния неидеального газа: 

 
0

2
1 1

R T a
P

V b V
 


.                                            (11) 



И. С. Верещагина 

 

115 115

В силу принятого при выводе уравнения Ван дер Ваальса механизма 
молекулярного взаимодействия оно хорошо описывает поведение ре-
ального газа только при малых давлениях и высоких температурах, в 
остальных случаях уравнение Ван дер Ваальса может дать только каче-
ственно правильную характеристику реального газа. 

Для внутренней энергии из (7) получаем: 

0
1 12 A

fa a
E E N kT

V V
    . 

Последнее уравнение показывает, что внутренняя энергия газа Ван 
дер Ваальса зависит не только от температуры, как для идеального газа, 
но и от молекулярного объема. 

Аналогично для энтропии из (9) получаем: 

 
1

0
0 0 1  ln lnVS S R V b C T    . 

Соответственно, уравнение адиабаты принимает вид 

  1
1T V b const   , или  12

1

a
P V b const

V
 

   
 

. 

Свободная энергия Гельмгольца: 

 
1

0
0 0 1  

1

T ln T ln  V

a
F F R V b C T

V
     . 

Теплоемкость при постоянном объеме: 

1 1

1

0 0 .V V
V

E
C C

T
     

 

Эти соотношения совпадают с известными выражениями для внут-
ренней энергии, энтропии и адиабаты [1] и при a, b = 0 переходят в со-
ответствующие соотношения для идеального газа. 

 

Газ Бертло 
2

1

a
P

V T
 

  
 

 

 
Уравнение состояния газа Бертло в виде (6): 

 
0

2
1 1  

R T a
P

V b V T
 


. 

Уравнение состояния Бертло справедливо для газов или паров при 
давлениях не выше 5—6 атм и T > krT  (например, для аргона krT = 151 К, 

для водорода krT = 33 К, для углекислого газа krT  = 304 К) и не приме-
нимо в критической области и при переходе к конденсированному со-
стоянию. Используя полученные выше формулы, для термодинамиче-
ских параметров газа Бертло получаем следующие соотношения. 
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Внутренняя энергия: 

0
1

2a
E E

V T
  . 

Энтропия: 

 
1

0
0 0 1   2

1

ln lnV

a
S S R V b C T

V T
     . 

Уравнение адиабаты: 

   1

1 2
0 1

1
.

a
T V b exp const

R V T
    

   
 

 

Свободная энергия: 

 
1

0
0 0 1   2

1

T ln T ln  V

a
F F R V b C T

V T
     . 

Теплоемкость газа при постоянном объеме: 

1 1

0
2

1

2
V V

a
C C

V T
  . 

В отличие от идеального газа и газа Ван дер Ваальса, теплоемкость 
газа Бертло зависит от температуры и от молярного объема. 

Аналогичные соотношения можно получить и для других уравне-
ний состояния, но интегралы для них в явном виде или не берутся, или 
имеют громоздкий вид. Например, для уравнения Дитеричи термоди-
намические функции выражаются через функции Эйри. 

 

Вириальное разложение 
 n

0 n 1
n 1 1

B
b 0,   P R T 

V

T




    

 
Уравнение состояния вириального разложения имеет вид 

 n0
0 n 1

n 11 1

B
R T .

V

TR T
P

V






                                          (12) 

Внутренняя энергия: 

 '
2

0 0 n
n 1 1

R
nV
nB T

E E T




   . 

Полученное выражение для внутренней энергии совпадает с при-
веденным в [2]. 

Энтропия: 

    
1

0
0 0 1   0 n

1 1

1
ln ln    

nVV n
n

d
S S R V b C T R TB T

dT





 
      

 
 . 
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Уравнение адиабаты: 

      1

1 n
1 1

1
1   .

nV n
n

d
T V b exp TB T const

dT
 






  
        

  

Свободная энергия Гельмгольца: 

 
1

0
0 0 1   2

1

T ln T ln  V

a
F F R V b C T

V T
     . 

Теплоемкость газа при постоянном объеме: 

  
1 1

0 2 '
0 n

1 1

1
 

nVV V n
n

d
C C R T B T

dT





 
   

 
 . 

Уравнение состояния в виде (12) при   0nB T   переходит в уравне-

ние состояния идеального газа. Этому же требованию должны удовле-
творять все соотношения для вириального разложения. Выражение для 
энтропии и свободной энергии, приведенное в [2], при   0nB T   не 

переходит в выражение для энтропии идеального газа, что говорит о 
его неточности. Полученные нами соотношения для энтропии и для 
свободной энергии переходят в соответствующие уравнения для иде-
ального газа. 

 
Скорость звука в неидеальном газе 

 
Первые расчеты скорости звука в воздухе были сделаны еще Нью-

тоном, который в теоретических расчетах использовал идею изотер-
мичности процесса распространения звука. Но при сравнении рассчи-
танной им скорости звука в воздухе при нормальных температуре и 
давлении результат отличался от экспериментальных значений на 20 %. 
Экспериментальное значение скорости звука оказалось больше. Лаплас 
указал на необходимость учитывать тот факт, что процесс распростра-
нения звука в воздухе является адиабатическим. Использование фор-

мулы, полученной Лапласом 2 0

0

P
c




  для идеального газа, дает совпа-

дение с экспериментом. 
Зависимость скорости звука для реальных газов от параметров сре-

ды усложняется. Характер распространения звука зависит от длины 
волны. Нужно учитывать молекулярную природу газа, если длина уль-
тразвуковых волн становится очень маленькой. Точные измерения ско-
рости ультразвука в газах привели к открытию нового явления. Было 
обнаружено, что в многоатомных газах при достаточно высоких уль-
тразвуковых частотах скорость ультразвука претерпевает изменения, 
для таких газов имеет место дисперсия ультразвука. Одновременно с 
увеличением скорости ультразвука увеличивается его поглощение [8—
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10]. Расчеты скорости звука для неидеальных газов показывают [6], что 
получаемое значение в определенном диапазоне температуры и давле-
ния лучше согласуется с экспериментом, чем для идеального газа. Од-
нако формулы, полученные в [6], справедливы только при малых дав-
лениях. 

Используем хорошо известное соотношение для квадрата адиабати-
ческой скорости звука 

2

S

P
c


 

   
. 

Перейдем к молярному объему 1

V M
V

 
  , где V — объем, v — чис-

ло молей, M — молярная масса вещества. 

2
2 1

1

.
S

V P
c

M V
 

    
 

От переменных  1 , V S  перейдем к переменным  1 , V T  с помощью 

метода якобианов: 

111 1 1VVS T T

P P T P S
V V C T V

                         
 

и воспользуемся соотношением Максвелла: 

11

.
VT

S P
V T

         
 

Получаем для квадрата адиабатической скорости: 

11

22
2 1

1

.
VV T

V T P P
c

M C T V

              
                                  (13) 

В формуле (13) скорость звука зависит от температуры и молеку-
лярного объема, которые связаны термическим уравнением состояния 

 1 ,P P V T . Чтобы исключить молекулярный объем 1V , можно рас-

сматривать эти два уравнения как параметрически заданные: 
 1 ,c c V T ;  1 ,P P V T . Это позволит исследовать зависимости скоро-

сти звука в среде от температуры или давления с помощью Maple. 
Для идеального газа из (13) получаем формулу Лапласа для скоро-

сти звука. 
Для уравнения состояния газа Ван дер Ваальса (11) для квадрата 

скорости звука из (13) получаем: 

 

2
2 0 1

2
11

2
.

R V T a
c

VV b




 


                                     (14) 
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Из уравнения состояния Ван дер Ваальса, выразив температуру и 
подставив в (14), получим зависимость скорости звука в газе Ван дер Ва-
альса от давления: 

 

2
2 0 1

2
1 11

2
.

R V P a
c

M V b VV b

 


 
     

                         (15) 

Ниже (рис. 1—3) представлены графики, построенные по формуле 
(15), символом «+» показаны экспериментальные данные из [11]. 

 

 
 
 

Рис. 1. Зависимость скорости звука от давления для аргона 
(скорость звука c вычислена в м/с, давление P в атм) при Т0 = 273 К 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость скорости звука от давления для этана 
(скорость звука c вычислена в м/с, давление P в атм), при Т0 = 273 К 
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Рис. 3. Зависимость скорости звука от давления для углекислого газа 
(скорость звука c вычислена в м/с, а давление P в атм), при Т0 = 323,8 К 

 
На рисунках 1 и 2 показано, что наши расчеты дают хорошее согла-

сие с экспериментальными данными вплоть до давлений в несколько 
сот атмосфер. 

На рисунке 3 первой кривой соответствует постоянная адиабаты-
  7 /5  , что отвечает возбуждению трех поступательных и одной ко-
лебательной степеней свободы. Второй кривой соответствует постоян-
ная адиабаты 7 /6  , что отвечает возбуждению всех степеней свобо-
ды: поступательных, вращательных и колебательных. Отметим, что 
первая кривая лучше соответствует эксперименту в области малых дав-
лений, а вторая — в области больших давлений. Это может объясняться 
тем, что при больших давлениях столкновения между молекулами 
происходят чаще, что повышает эффективность возбуждения внутрен-
них степеней свободы. Это, в свою очередь, будет проявляться как 
убыль постоянной адиабаты  . 

Аналогичные формулы получены для газов с уравнениями состоя-
ния в форме Бертло, Дитеричи, вириального разложения и др. Следует 
также отметить, что сравнение теоретических результатов для вири-
ального разложения и экспериментальных данных по зависимости ско-
рости звука в различных газах от давления при различных температу-
рах позволяет, в принципе, установить температурную зависимость ви-
риальных коэффициентов. 

 
При подготовке статьи использованы разработки Д. А. Верещагина, кандидата 

физико-математических наук, доцента Калининградского государственного универ-
ситета (ныне БФУ им. И. Канта). 
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