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Из дифференциальных сравнений (17) следует, что объект кривизны R в случае 
поверхности Sm является тензором, содержащим четыре простых подтензора [5]:  

1) тензор кривизны i
jklR  касательной линейной подсвязности i

jk ;  

2) тензор кривизны }R,R{ ijk
i
jkl  центропроективной подсвязности },{ ij

i
jk  ;  

3) тензор кривизны a
bijR  нормальной линейной подсвязности a

bi ;  

4) тензор кривизны }R,R,R{ i
ajk

a
bij

i
jkl  линейно-групповой подсвязности 

},,{ i
aj

a
bi

i
jk  . 
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O. Omelyan 
 

NONTENSORITY THE OBJECT OF CURVATURE OF GROUP CONNECTION 
 ON THE DISTRIBUTION OF PLANES 

 

In the projective space non-holonomic surface or distribution of planes is considered. 
It is proved, that the object of curvature of group connection in the bundle, associated with 
non-holonomic and holonomic distributions, isn't a tensor; but it is form geometrical object 
with fundamental object of the second order and with object of the connection. 

 
 

УДК 514.76 
 

В.И. Паньженский, О.П. Сурина 
 

(Пензенский государственный педагогический университет) 
 

МЕТРИЧЕСКИЕ СВЯЗНОСТИ  
В ПРОСТРАНСТВАХ ФИНСЛЕРОВА ТИПА

*
 

 
Говоря о пространствах финслерова типа, мы имеем ввиду их ближайшие 

обобщения: обобщенные финслеровы пространства, лагранжевы пространства и 
обобщенные лагранжевы пространства. Уже для финслеровых пространств зада-
ча внесения связности, так или иначе согласованной с метрикой, приводит к раз-
личным результатам [1]. 

                                           
*
 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований. 
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В настоящей работе при построении связности мы переносим известное исчис-

ление Кошуля для римановых пространств на пространства финслерова типа [2; 3]. 

При таком подходе задача внесения метрической связности сводится к построению 

нелинейной связности по заданной метрике. На этом пути возможны различные 

варианты, два из которых обсуждаются в данной статье. В обоих случаях вычисле-

ние коэффициентов связности для конкретных классов пространств является доста-

точно сложным. Мы приводим также примеры метрик финслерова типа, для кото-

рых найдено явное выражение коэффициентов метрической связности. 

1. Пусть М – n-мерное гладкое многообразие; ТМ – касательное расслоение над 

М; MTM : – каноническая проекция. Если )( ixx  – локальные координаты в 

MU  , то в TMU  )(1  возникают естественные локальные координаты 

),()(),( iiniA yxxxyxz   , где iy – координаты вектора y относительно нату-

рального базиса }{ i  )2,1,...,,;,1,...,,,( nCBAnkjixi
i  . 

Пусть далее , вообще говоря, нелинейная связность на М; ),( yxN k
i – ее ко-

эффициенты, определяемые разложением k
k
i YNY  )(


 . Как обычно строятся 

горизонтальные и вертикальные лифты векторных полей с базы М на касатель-

ное расслоение ТМ: hXXh : ; vXXv : . Если i
iXX  , то h

i
ih XX  ; 

v
i

iv XX  , где kn
k
ii

h
i N  , in

v
i  . В каждой точке TMz  векторы h

i  

образуют базис горизонтального распределения zHzH :  связности , а v
i – 

базис вертикального распределения zVzV : . Таким образом, { h
i , v

i } является 

локальным базисом векторных полей на ТМ, адаптированным к структуре почти 

произведения zzz VHMT )( . 

Каноническая проекция касательного расслоения индуцирует векторное рас-

слоение над М: 
TMz

z MTTMF


 )()(  , которое называется финслеровым расслое-

нием. Множество всех гладких сечений из ТМ в F(TM) обозначим через 

)(TMSecF . Каждое такое сечение )(: TMFTMX   есть финслерово векторное 

поле на М. Локальный базис }{ i  векторных полей на М является локальным 

базисом и финслеровых векторных полей. Финслерово векторное поле 

),(),(: yzyxzy   называется фундаментальным. 

Финслерова связность на М это отображение 

 )()()(: TMSecFTMSecFTMSecT  , 

которое каждому векторному полю X
~

 на TM и финслерову векторному полю Y 

на М ставит в соответствие финслерово векторное поле YZ
X
~  (ковариантная 

производная поля Y вдоль X
~

). При этом требуется, чтобы отображение  обла-

дало известными свойствами определения линейной связности по Кошулю. 

Пусть далее  

 )()()(: TMTMSecFTMSecFg F , 
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где F(TM) – кольцо гладких функций на ТМ, невырожденное симметрическое 

финслерово тензорное поле типа (0,2) на М. 

Задание ji
ij dxdxyxgg ),(  определяет на М обобщенную лагранжеву струк-

туру, а (M, g) – называется обобщенным лагранжевым пространством. Если су-

ществует функция L на ТМ, порождающая g: jiij Lg  , ( i
i yLL  ), то имеем 

лагранжево пространство L n =(M, L) с лагранжианом L. Если функции ),( yxgij  

на ТМ являются однородными нулевой степени по слоевым координатам, то 

обобщенное лагранжево пространство называется обобщенным финслеровым 

),( gMn F . И, наконец, если существует лагранжиан L, порождающий g, то 

обобщенное финслерово пространство является финслеровым nF . 

2. Пусть теперь на М задана некоторая нелинейная связность , финслерова 

связность  и метрический тензор g пространства финслерова типа. Связность  

называется согласованной с g, если 0~  g
X

 для всех )(
~

TMSecTX  . Если 

),( i
jk

i
jk C  – коэффициенты связности , определяемые разложением  

 k
k
ijjh

i



, k

k
ijjv

i



C , 

то потребовав, чтобы k
ji

k
ij  , k

ji
k
ij CC  , находим 

 )(
2

1
ij

h
sis

h
jsj

h
i

ksk
ij gggg  ; (1) 

 )(
2

1
ij

v
sis

v
jsj

v
i

ksk
ij ggggC  . (2) 

Таким образом, тензорная часть k
ijC  связности явно определена формулой 

(2), а для вычисления кэффициентов i
jk  связности  необходима еще и нели-

нейная связность . 

3. Рассмотрим лагранжиан 
ji

ij yyyxgL ),(
2

1
  и потребуем его невырожден-

ность 0detdet  ijijji TgL , где jiooiojjoiij gggT  
2

1
 являются компо-

нентами тензора непотенциальности Т, а индекс "о" означает свертывание с ком-

понентами касательного вектора (например, jki
k

joi gyg   ). В этом случае урав-

нения Эйлера-Лагранжа лагранжиана L можно привести к каноническому виду: 

0),(  xxGx kk  . Заметим, что для этого мы должны построить матрицу, обрат-

ную к jiL  . Теперь в качестве нелинейной связности мы можем взять связность 

с коэффициентами i
j

i
j GN  . Построенная таким образом связность называется 

канонической финслеровой связностью пространства ),( gMn L . 
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Замечание. Коэффициенты k
ji

k
ij GG  также являются коэффициентами связ-

ности. В финслеровом случае они определяют известную связность Бервальда, 
которая, вообще говоря, не является согласованной с метрикой в смысле данного 
выше определения. 

4. Рассмотрим другой вариант построения связности . Векторное поле X
~

 

на ТМ назовем горизонтальным, если 0~  y
X

. Если отображение zHzH : , 

которое каждой точке TMz  ставит в соответствие множество всех горизон-

тальных векторов zH  в этой точке, является нелинейной связностью на ТМ, то 

связность  называется регулярной. В этом случае коэффициенты нелинейной 

связности определяются таким способом: k
jo

k
jN  , а условие регулярности име-

ет вид: 0det  k
io

k
i C , где i

j – символ Кронекера. 

Для нахождения коэффициентов k
jN , а затем и k

ij , необходимо решить си-

стему уравнений (1). Для того чтобы эта система имела единственное решение, 
необходимо и достаточно, чтобы матрица 

 lok
imm

lkp
ipm

klop
ipm

k
i
l

im
lk ggyggggH  

2

1

2

1

2

1
  

была невырожденной. Более того, для получения явного выражения k
ij  необхо-

дима еще и матрица pk
iqH

~
, обратная к im

lkH : pk
iqH

~ im
lkH = m

q
p

l  , что существенным 

образом затрудняет решение задачи. Построенная таким образом связность  
называется связностью картановского типа, так как в финслеровом случае она 
совпадает со связностью Картана. 

5. В качестве примеров рассмотрим обобщенное финслерово пространство 
nF с метрикой [4] 

 
sp

ps

sp
jsip

ijij
yy

yy
cxyxg



  )(),(  (3) 

и обобщенное лагранжево пространство nL  с метрикой [5] 

   ij

csp
psij yyyxg ),( , (4) 

где )(xij – компоненты риманова метрического тензора, 1 constc . 

Доказана следующая 
Теорема. Для обобщенных финслеровых пространств с метриками (3) и (4) 

каноническая финслерова связность, связности Бервальда, Картана и связность 

Леви-Чивита риманова пространства с метрическим тензором ij  совпадают.  
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V. Panzhenskiy, O. Surina 
 

CONNECTIONS OF METRICAL IN FISLER TYPE SPACES 
 

Different variants of entering connections in Finsler type spaces, are considered 
here. It is affirmed that for the spaces with the metrics  

 
sp

ps

sp
jsip

ijij
yy

yy
cxyxg



  )(),( ;   )(),( xyyyxg ij

csp
psij  , 1c  

canonical Finsler connection, Berwald, Cartan and Levi-Chivita connections coincide. 
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О ЗАДАНИИ ОДНОРОДНОЙ СВЯЗНОСТИ 
 

Модернизирован способ В.И. Близникаса задания дифференциально-
геометрической связности в однородном расслоении пространства элемен-
тов Лаптева. 

 

1. Групповая связность в пространстве элементов Лаптева. Структурные 
уравнения пространства элементов Г.Ф. Лаптева [1, с. 317] запишем в подроб-
ном виде [2, с. 441]: 

 D 0

0

00 s

p

ps
 ,  (1) 

 D 1s = 1

0

0211

21

111

11

s

p

ppps

pp
qps

qp2
1 CC  ,  (2) 

 D 2s
 =  212

21

222

22

pps

pp

qps

qp2
1 CC 2

0

0112

11

s

p

pqps

qp2
1 C  , (3) 

где s0=-R+1,...,0; s1=1,...,h; s2=h+1,...,r, 12

1212

s

qp
C  структурные константы r-членной 

группы Ли G, содержащей (r-h)-членную подгруппу H, а, например, индекс q12 
принимает значения индексов q1 и q2. Уравнения (1) являются структурными 
уравнениями гладкого многообразия – базы В. Пространство элементов Лаптева 
есть главное расслоение G(B), типовым слоем которого является группа G. 
Уравнения (1; 2) – это структурные уравнения расширенной базы М, которая 

является однородным расслоением G/H(B) с базой В, типовым слоем  множе-
ством левых классов смежности G/H и структурной группой G. 


