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ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА 
ИНДУЦИРОВАННЫХ СВЯЗНОСТЕЙ 

ГРАССМАНОПОДОБНОГО МНОГООБРАЗИЯ 
ЦЕНТРИРОВАННЫХ ПЛОСКОСТЕЙ 

 
В n-мерном проективном пространстве исследуется 

грассманоподобное многообразие )n,m(Gr*  центриро-
ванных плоскостей размерности m. Осуществлен ана-
лог сильной нормализации Нордена данного многооб-
разия. Эта нормализация индуцирует связности 1-го и 
2-го типов в расслоении, ассоциированном с многооб-
разием )n,m(Gr* . Эти связности геометрически ин-
терпретируются при помощи центральных проектиро-
ваний и параллельных перенесений. 

 
Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвиж-

ному реперу {A, AI} (I, … = 1, …, n), инфинитезимальные пе-
ремещения которого определяются формулами 
 I

IAAdA ω+θ= , AAAdA IJ
J
III ω+ω+θ= , 

причем формы Пфаффа I
JI

I ,, ωωω  удовлетворяют структур-
ным уравнениям Картана проективной группы GP(n): 
 ,D I

J
JI ω∧ω=ω  ,D J

J
II ω∧ω=ω  

 .D I
J

K
K

I
J

I
K

K
J

I
J ω∧ω+ω∧ωδ+ω∧ω=ω  

В пространстве Pn рассмотрим грассманоподобное много-
образие )n,m(Gr*  центрированных m-мерных плоскостей *

mL . 
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При помещении вершин A, Aа на плоскость *
mL  и фиксации 

центра А (здесь и в дальнейшем индексы принимают значе-
ния: a, … = m,1 ; α, … = n,1m + ) уравнения грассманоподоб-
ного многообразия центрированных плоскостей будут выгля-
деть следующим образом: 
 α

α
α

α ωΛ+ωΛ=ω b
abaa , 

где aba , αα ΛΛ  — некоторые функции. Грассманоподобное мно-
гообразие )n,m(Gr*  центрированных плоскостей имеет раз-
мерность dim )n,m(Gr*  = (n – m)(m + 1). 

Замечание. Компоненты фундаментального объекта 
},{ aba

αα ΛΛ=Λ  удовлетворяют дифференциальным сравнениям 
по модулю базисных форм αω , αωa  

 0a
b

aba ≡ω+ωΛ+∆Λ ααα , 0ab ≡∆Λα . 

Над многообразием )n,m(GrV ** =  возникает главное рас-
слоение )V(G ** , типовым слоем которого является подгруппа 
стационарности *G  центрированной плоскости *

mL . В главном 
расслоении )V(G **  задается фундаментально-групповая связ-
ность по Г. Ф. Лаптеву: 
 α

α
α

α ω−ωΓ−ω=ω c
ac
b

a
b

a
b

a
b L~ , γα

βγ
γα

βγ
α
β

α
β ω−ωΓ−ω=ω a

aL~ , 

 β
αβ

β
αβαα ω−ωΓ−ω=ω b

abaaa L~ , 

 α
α

α
α ωΠ−ω−ω=ω b

b
aaaa L~ , β

αβ
β

αβαα ωΠ−ω−ω=ω a
aL~ . 

Согласно теореме Картана — Лаптева [1], связность в ас-
социированном расслоении )V(G **  определяется с помощью 
поля объекта связности [2]: 
 ,L,{ ac

b
a
b ααΓ=Γ ,L, aα

βγ
α
βγΓ ,L, aba

αβαβΓ ,,L b
aa αα Π },L a

αβαβ Π  

на базе *V . 
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Осуществим аналог сильной нормализации Нордена [3] 
данного многообразия полями следующих геометрических об-
разов: (n−m−1)-плоскостью 1mnP −− , не имеющей общих точек с 
плоскостью *

mL , и (m−1)-плоскостью 1mP − , принадлежащей 
плоскости *

mL  и не проходящей через ее центр. Плоскость 

1mnP −−  зададим совокупностью точек AAAB a
a

αααα λ+λ+= , а 
плоскость 1mP −  — точками AAB ааа λ+= . 

Теорема 1. Аналог сильной нормализации Нордена грасс-
маноподобного многообразия )n,m(Gr*  позволяет задать 
связности двух типов [2; 4] в ассоциированном расслоении. 

Находим дифференциалы базисных точек оснащающих 
плоскостей: 
 a a a a

adB B ( )B (β β β
α α α α α β α α α= θ + ω + λ ω + λ ω + ∆λ + ω + λ ω −  

 a a b a a
b a a a)B [β β β β

α β β α α α α α β β α−λ λ ω − λ λ ω + ∆λ + λ ω +ω − λ λ ω − λ λ ω −  (1) 

 a a а а а a b
b a( ) ]A;β β β

α α α α β α β β α− ∆λ +ω + λ ω −λ λ ω −λ λ ω −λ λ ω λ    

 +ωλ+ωλλ+ωλ+ω+θ= α
α

α
α ba

bb
a

b
a

b
aàà B)(BdB  

 +ω+ωλ+ α
αα B)( aa  (2) 

 A])()([ a
b

b
b

baaa
b

baa
α

αα
α

αα ωλλ−λ+ωλλλ−λλ+ω+ωλλ−λ∆+ .   

Дадим геометрическую характеристику индуцированным 
связностям с помощью отображений. 

Теорема 2. Простой подобъект 
0 0 0 a

1 { ,L }
αα

βγβγ
Γ = Γ  объектов 

связности 
01 02

,Γ Γ  [2; 4] характеризуется центральным проек-
тированием плоскости n m 1 n m 1P dP− − − −+ , смежной с оснащаю-
щей плоскостью n m 1P − − , на исходную плоскость n m 1P − − , из  цен-
тра — образующей плоскости *

mL  

 
*
m

0
L

1 n m 1 n m 1 n m 1: P dP P .− − − − − −Γ + →   (3) 
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Доказательство. Плоскость n m 1P − −  задается системой то-
чек Bα , дифференциалы (1) которых приводятся к виду: 

 
0 01 01

a
adB B B A Aβ

α α β α αα= ν + ω +∇λ +∇λ ,  (4) 

где a ba
a b a( ) α α

α α αν = θ − Λ λ + µ ω −Λ λ ω , a
aα α αµ = λ − λ λ . 

Проекция (3) плоскости n m 1 n m 1P dP− − − −+ , смежной с плоско-
стью n m 1P − − , на плоскость n m 1P − −  из центра — плоскости *

mL  

определяется формами связности 
0
β

αω , которые выражаются с 

помощью подобъекта 
0

1Γ . 
Теорема 3. Оснащающую плоскость n m 1P − −  в групповой 

связности 1-го типа 
01
Γ  переносить параллельно нельзя. 

Доказательство. Приравнивая нулю компоненты ковари-

антных дифференциалов 
01 01

a 0, 0α α∇λ = ∇λ =  в (4), получим 


0

dB B Bβ
α α βα= ν + ω , т. е. плоскость n m 1P − −  остается на месте. 

Теорема 4. Плоскость n m 1P − −  переносится параллельно в связ-

ности, определяемой подобъектом 
01 0 0 0 0 01 01aa a abab

2 cb{ ,L , ,L , ,L }α α

α βγ αβα αββγΓ = Γ Γ Γ  

объекта связности 
01
Γ , тогда и только тогда, когда она сме-

щается в плоскости 1[ , ]n m n mP P A− − −= , являющейся аналогом 
нормали 1-го рода Нордена [3]. 

Доказательство. Преобразуя дифференциалы (2) точек 
Bα , учитывая в них выражения точек aB  и охваты 1-го типа 
[2], получим 

 
01 01 01

a a
a adB (...)B B ( )A.α β α α α= +∇λ + ∇λ − λ ∇λ  (5) 
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Из выражений (5) видно, что обращение в нуль ковариантного 

дифференциала 
01

a
α∇λ  характеризует рассматриваемый парал-

лельный перенос в связности, определяемой подобъектом 
01

2Γ  

объекта связности 
01
Γ , при котором плоскость n m 1P − −  смещается 

в плоскости n mP − . 
Теорема 5. Плоскость n m 1P − −  переносится параллельно в 

линейной комбинации [5] связности 1-го типа тогда и только 
тогда, когда она смещается в гиперплоскости 

n 1 m 1 n m 1P P P− − − −= ⊕ . 
Доказательство. Из выражений (5) следует, что обраще-

ние в нуль линейной комбинации ковариантных дифферен-

циалов 
01 01 01

a
aα α αΩ = ∇λ − λ ∇λ  характеризует рассматриваемый 

параллельный перенос в линейной комбинации связности, при 
котором плоскость n m 1P − −  смещается в гиперплоскости n 1P − . 
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THE GEOMETRICAL CHARACTERISTIC FOR INDUCED 
CONNECTIONS OF GRASSMAN-LIKE MANIFOLD 

OF CENTRED PLANES 
 

Grassman-like manifold )n,m(Gr*  of centred m-planes is con-
sidered in the projective space nP . Analog of Norden’s normaliza-
tion is made. This analog induces the connection of 1-st and 2-nd 
types in the fibering associated with the manifold )n,m(Gr* . 

Geometrical interpretation of the connections of two types in 
the fibering over the Grassman-like manifold of centred m-planes 
is given by means of mappings and parallel displacements. 
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ДВОЙСТВЕННЫЕ НОРМАЛЬНЫЕ СВЯЗНОСТИ 
S-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА 

 
Продолжается изучение нормальных связностей, инду-

цируемых в расслоениях нормалей 1-го и 2-го рода базис-
ного Λ-подрасслоения данного S-распределения [1—5], ос-
нащенного в смысле Нордена — Картана [2] и Нордена 
— Бортолотти [5—7]. Выясняются аналитические и 
геометрические условия вырождения различных под-
групп этих связностей в одну связность. 

 
Схема использования индексов такова: 

 ;r,1t,q,p  ;n,0K,J  ;n,1K,J ===  
 m,1rv,u;1n,1m;1n,1rw,v,u +=−+=α−+=  . 

В данной работе мы применяем обозначения и охваты гео-
метрических объектов, построенных в работах [1—5]. Кроме 




