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Обобщенная билинейная связность  
на пространстве центрированных плоскостей 

 
Продолжается исследование пространства   цен-

трированных плоскостей в проективном пространстве 

nP . В обобщенном расслоении задана билинейная связ-

ность, ассоциированная с пространством  . Объект 
обобщенной билинейной связности, ассоциированный с 
пространством центрированных плоскостей, содержит 
два простейших подтензора и подквазитензоры (четыре 
простейших и три простых). Поле объекта этой связно-
сти определяет объекты кручения, кривизны-кручения 
и кривизны, последние два из которых являются тензо-
рами. Тензор кривизны содержит шесть простейших и 
четыре простых подтензора, а тензор кривизны-круче-
ния — три простейших и два простых подтензора. 

Рассмотрен канонический случай обобщенной би-
линейной связности. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, пространство цен-

трированных плоскостей, обобщенная билинейная связность, круче-
ние, кривизна 

 
В настоящей работе используются метод внешних форм 

Э. Картана [1; 16] и теоретико-групповой метод Г. Ф. Лаптева 
[7; 9; 13; 15] для исследования пространства центрированных 
плоскостей одной размерности [10]. 
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Данные методы успешно применяются в физике [12]. 
Отнесем n -мерное проективное пространство nP  к по-

движному реперу  , iA A  ( , ... 1, ...,i n ), инфинитезимальные 

перемещения которого определяются формулами 

  i
idA A A  ,   j

i i i j idA A A A   ,              (1) 

причем формы Пфаффа i , i , i
j  удовлетворяют структур-

ным уравнениям Картана проективной группы ( ) :GP n  

, ,

.

i j i j
j i i j

i k i i k i
j j k j k j

D D

D

     

       

   

     
                     (2) 

В пространстве nP  рассмотрим пространство   центриро-
ванных плоскостей размерности m. 

Помещаем вершину A в центр m-мерной плоскости, а вер-
шины Aа на плоскость. Здесь и в дальнейшем индексы прини-
мают значения , , ... 1, ...,a b m ; , , ... 1, ..., m n  . Центри-

рованную плоскость будем обозначать *
mP . 

Из формул (1) очевидны уравнения стационарности плос-
кости * :mP  

0a  , 0  , 0a
  , 

поэтому формы a ,  , a
  являются главными. Выбираем 

эти формы в качестве независимых. 
Определение. Гладкое многообразие со структурными 

уравнениями 

a b a a
bD 

        , 

a
aD    

        , 

 b b
a a a abD     

             , 
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 a c a c a a a a
b b c c b b c b bD  

                      , 

 a a
a aD        

                             

назовем обобщенным расслоением билинейных реперов и 

обозначим  2 2n k kA   , где  k m n m   (ср. [5; 8]). 

Замечание. Символ k  заключен в квадратные скобки, так 

как k  форм a
  являются и базисными, и слоевыми. Будем их 

называть базисно-слоевыми формами (см.: [8]). 
В обобщенном расслоении  2 2n k kA    зададим билинейную 

связность [5] способом Лаптева — Лумисте [4; 7] с помощью 

форм плоскостной a
b  и нормальной 

  линейных связностей 

и форм :a  

b b
a a a ab a bG G G      

         , 

a a a a c ac
b b b bc b c

 
            ,                   (3) 

a a
a a

      
               . 

Вычисляем внешние дифференциалы форм (3), используя 
структурные уравнения (2) и применяем теорему Картана — 
Лаптева в обобщенном случае, тогда 

,
, , ,( ) ,b b b b b

a ab a a b a a b a bG G G G G G        
                      

,
, , ,

c c
ab ab ab c cabG G G G     

       , 

,
, , ,

b b b c b c
a a a c caG G G G     
           ,                 (4) 

,
, , ,

a a a a a e a e
bc b c c b bc bc e ebc

 
                , 

,
, , , ,a a c ac a a a c a c

b bc b c b b b c cb
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,
, , ,

ac c a ac ac e ac e
b b b b e eb

 
                  , 

,
, , ,

b b
a a a a b a b

      
                  , 

a a
a a

    
                     

,
, , ,

a a
a a

    
            , 

,
, , ,

a a a a b a b
b b

      
                   , 

где в правых частях при базисных формах стоят пфаффовы про-
изводные, а оператор   действует по закону (см., напр., [14]) 

b
a a b a aaG dG G G G      
            . 

Утверждение. Объект обобщенной билинейной связности 

{ , , , , , , , , }
B

b a a ac a
a ab a b bc b aG G G     
             , ассоции-

рованной с пространством центрированных плоскостей, содер-

жит два простейших [6] подтензора , b
ab aG G 

  простого [6] 

подквазитензора связности { , , }b
a ab aG G G  
  , четыре простей-

ших подквазитензора a
bc , ac

b , a

 , a

 , а также два про-

стых подквазитензора { , , }a a ac
bc b b     и { , , }a

a
  
     . 

Находим внешние дифференциалы базисных форм a , 
  с учетом выражений (3): 

a a
a aD S S        

                     

     
           a a b b a

a ab a bS S S , 

a b a a a b a b c
b b bcD S S 

                   

ac b
b cS 
   , 
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где компоненты кручения S  находятся по формулам 

[ ]S 
  , a a aS G  

    , a aS 
  , [ ]ab abS G  , 

b b
a aS G 
  , a a

b bS Г  , [ ]
a a
bc bcS Г , ac ac

b bS Г  . 

Здесь и далее квадратные скобки означают альтернирова-
ние по крайним индексам или парам индексов, например 

 [ ]
1

2
  
      ,  , , ,

, , ,
1

[ ]
2

b c b c c b
a a aG G G  

       . 

Компоненты объекта кручения S  удовлетворяют диффе-
ренциальным сравнениям по модулю базисных форм 

[ ] [ ] 0a a
a aS S  

         , 0b b
a a b abS S G  

       , 

0a aS 
      , 0abS  , 0b

aS
  , 

0a ac a c a
b b c bc bS S            , 0a

bcS  , 

0ac c a
b bS      . 

Утверждение. Объект кручения S  является геометриче-
ским объектом (квазитензором) лишь в совокупности с объ-

ектом билинейной связности 
B
 . 

Учитывая дифференциальные уравнения (4) в структурных 
уравнениях форм связности (3), получим 

b b
a a b a a a bD T T        

                        

,        
                b b c c b bc

a abc ab c a cb bT T T T  

a c a a a c
b b c b bcD R R  

                 

,     
                ac a c e ae c ce

b c bce bc e b c eR R R R  

a
aD R R       

                   

,        
                  a a b b a ab

a ab a ab bR R R R  
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причем компоненты кривизны-кручения T  имеют вид 

[ , ] [ ] ][
b

a a a b aT G G G    
         , 

 [ , ] [ ] ][2 c
a b a b a cb baT G G G    
       , 

,
,,

b b b c b cb b b
a a a c a c a aaT G G G G      
                        

,   
     b b

aaG G  

[ , ] [ ] ][
e

abc a b c a b ec ca bT G G G    
    ,                  (5) 

,
[ , ]2c c ec e c c c

ab a eb ab e baa b abT G G G G G       
               

c c c
ab a b b aG  

         , 

,
,[ ] [ ] [ ] ] ]

bc bbc b c e b c b c c
a a a e a a aT G G G      
                  . 

Компоненты объекта кривизны R  

[ , ] [ ]
a a d a
bce b c e b c deR     , 

, ,
a a a e a e a
bc bc b c b ec bc eR              , 

,
,,

ad a d ad ed a e ad d a
bc b c b ec bc e c bbcR                 , 

[ , ] [ ]
a a c a
b b b cR         , 

,
,,

ac c b ac dc a d ac
b b b d b dbR                 , 

,
,[ ] [ ]acd a c d e c ad

b b b eR        , 

[ , ] [ ]ab a b a bR   
       , 

, ,a a a aaR      
               , 

,
,,

b b b b b b
a a a aa aR       

                    , 
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[ , ] [ ]R   
          , 

,
,[ , ]

a a a a aR      
                 , 

,
,[ ] [ ]ab a b a bR   

           

удовлетворяют дифференциальным сравнениям (см. [2; 3; 11]) 

0a
bceR  , 2 0a a d ad

bc bcd bc dR R R       , 0ad
bcR   , 

[ ] [ ] 0a a c ac
b bc b cR R R        , 

2 0ac acd ac d
b b d bdR R R        , 

0acd
bR   , 0abR

  , 

2 0b b
a ab a bR R R  

         , 0b
aR

   , 

[ ] [ ] 0a a
a aR R R  

          , 

2 0a ab a b
b bR R R  

         , 0abR
  , 

из которых видно, что объект кривизны является тензором, содер-

жащим шесть простейших подтензоров a
bceR , ad

bcR  , acd
bR  , abR

 , 

b
aR

  , abR
  и четыре простых подтензора  , ,a a ad

bc bcd bcR R R  , 

 , ,ac acd ac
b b bdR R R   ,  , , b

a ab aR R R  
    ,  , ,a ab a

bR R R  
    . 

Продолжение дифференциальных уравнений (41)—(43) при-

водит к сравнениям по модулю базисных форм ,a  ,  :a  

 , , ,
b

a a b abG G G    
            

   ,
,, 0b b

a a a ba aG G G G G       
                   , 

 , , , 0c c c c
a b ac b ab a b a b b a cG G G G G G     
                , 
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 , ,
,,

b b b b b c
c a c ac c aa aG G G G G        

                       

  ,
, 0b b c b

a a caG G  
           , 

  ,
, , , 0c c

ab ab c ab cab abG G G G G      
              , 

 , 0e e e
ab c a cb b ac c ab eG G G G           , 

 ,
, 0c e c c e

c a eb b aeab abG G G G      
             , 

  ,
, , , 0b b c b b b c

a a c a ca aG G G G G      
                   , 

 , 0b e b b e
a c a c c a eG G G  
        , 

 ,
, 0b c b c c b c b c b e

e a e a e a ea aG G G G G        
                       . 

Компоненты объекта кривизны-кручения удовлетворяют 
следующим дифференциальным сравнениям по модулю базис-
ных форм: 

] [ ][ 0b b
a a b a bT T T   
         , 

2 0c c
a b abc ab cT T T  
       ,                         (6) 

0b b c bc
a ac a cT T T  
        , 

0abcT  , 0c
abT
  , 0bc

aT
  . 

Теорема. Объект кривизны-кручения обобщенной билиней-
ной связности является тензором, содержащим три простей-

ших подтензора abcT , c
abT
 , bc

aT
  и два простых подтензора 

 , ,c
abc ab a bT T T  

  ,  , ,c bc b
ab a aT T T  
   . 

Доказательство следует из дифференциальных сравнений (6). 
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Рассмотрим канонический случай, когда компоненты abG  

и b
aG
  обращаются в нуль. Имеем a a aG   

    , а левые 

части уравнений (42) и (43) тождественно равны нулю, тогда 
уравнения (41) упростятся: 

0 0 0 0

, , ,
bb

a a a b aa bG G G G
    

              . 

Утверждение. В каноническом случае квазитензор G  
обобщенной билинейной связности редуцируется к квазитен-

зору 
0

aG

 , при этом объект связности упрощается:  

0 0
{ , 0, 0, , , , , , }

B
a a ac a

a b bc b aG
   
            . 

При условии что 0abG  , 0b
aG
  , выражения (5) для 

компонент тензора кривизны-кручения примут вид 

0 0 0 0

[ , ] ] [[ ]
b

a a b aaT G G G
   

         , 

0 0 0 0

,
c

a b a b c aab bT G G G
    
        , 

0 0 0 0

,
b b cb b b b

a a c aa a aT G G G
     
                   ,     (7) 

0
0abcT


 , 

0 0c c c c
ab aab a b bT G
  
         , 

0
] ]

bc bc b c
a a aT
  
        . 

Утверждение. Тензор кривизны-кручения в каноническом 

случае не равен нулю, но содержит нулевые компоненты 
0

abcT


. 
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Теорема. Каноническая обобщенная билинейная связность 
без кривизны-кручения характеризуется следующими свой-
ствами: 

1) альтернированные билинейные пфаффовы производные 
0

[ , ]aG

   квазитензора связности 

0

aG

  образованы альтернаци-

ями сверток самого квазитензора 
0

bG

  и подобъектов a

b , 

  квазитензоров { , , }a a ac

bc b b     и { , , }a
a

  
      били-

нейной связности; 

2) пфаффовы производные 
0

,a bG

  квазитензора связности 

0

aG

  образованы свертками самого квазитензора 

0

aG

  и ком-

понент простейших квазитензоров a
bc  и a


 ; 

3) пфаффовы производные 
0

,
b

aG

   квазитензора связности 

0

aG

  являются алгебраической суммой сверток самого квази-

тензора 
0

aG

  с простейшими квазитензорами ac

b  и a
  и 

компонент b
a  и 

 . 

Доказательство. При обращении в нуль тензора кривиз-
ны-кручения T  из выражений (7) находим 

0 0 0

[ , ] ] [[ ]
b

a b aaG G G
   
       , 

0 0 0

,
c

a b c aab bG G G
   
       , 

0 0 0

,
b cb b b b

a c aa a aG G G
    

                . 
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Generalized bilinear connection on the space of centered planes 
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We continue to study the space of centered planes in projective space 

nP . In this paper, we use E. Cartan's method of external forms and the 
group-theoretical method of G. F. Laptev to study the space of centered 
planes of the same dimension. These methods are successfully applied in 
physics. 

In a generalized bundle, a bilinear connection associated with a space 
is given. The connection object contains two simplest subtensors and 
subquasi-tensors (four simplest and three simple subquasi-tensors). The 
object field of this connection defines the objects of torsion, curvature-
torsion, and curvature. The curvature tensor contains six simplest and four 
simple subtensors, and curvature-torsion tensor contains three simplest 
and two simple subtensors. 

The canonical case of a generalized bilinear connection is considered. 
 
Keywords: projective space, space of centered planes, generalized bi-

linear connection, torsion, curvature 
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