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РАЗЛОЖЕНИЕ ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНОГО 

АФФИННОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РАССЛОЕНИЯ 

( )(MT n
0
2 ,H) 

 
Получено разложение произвольного инфинитези-

мального аффинного преобразования горизонтального 

лифта линейной связности на расслоении дважды ко-

вариантных тензоров. 

 

1. Лифты тензорных полей на расслоение )(0
2 nMT  

Рассмотрим расслоение дважды ковариантных тензоров 

над гладким класса C  многообразием nM . Определим отоб-

ражения, которые в дальнейшем будем называть лифтами, 

модуля )M( n
r
s тензорных полей на базе в модуль ))M(T( n

0
2

p
q  

тензорных полей на расслоении следующим образом. 

1. V-лифт функций: )M( n
0
0  ))M(T( n

0
2

0
0 , fV = f  , где 

nn
0
2 M)M(T:    каноническая проекция. 

2. -лифт: )(20 nM  ))M(T( n
0
2

0
0 , А = (Аij)Vxij, где Аij — 

компоненты тензорного поля А в некоторой карте (U, xi), 

i = n,1  на nM , а xij — координатные функции в карте 

)x,x),U(( jk
i1  на расслоении. 
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3. V-лифт: )M( n
0
2  ))M(T( n

0
2

1
0 , ВV = 

jk

V
jk

x
)B(




, Вjk  

компоненты тензорного поля В. 

4. V-лифт: )M( n
2
2  ))M(T( n

0
2

1
0 , СV = 

jk

pq
Vpq

jk
x

x)C(



, 

Сij  компоненты тензорного поля С. 

5. V2-лифт: )M( n
4
2  ))M(T( n

0
2

1
0 , 

jk

pqlm
Vlmpq

jk
V

x
xxDD




 )(

2 , 
lmpq
jkD   компоненты тензор-

ного поля D. 

6. V1-V2-лифты: )M( n
1
1  ))M(T( n

0
2

1
0 , 

jk

ik
i
j

V

x
xSS 1




 , 

kj

ki
i
j

V

x
xSS 2




 , Si

j  компоненты тензорного поля S. 

Пусть на базе nM  в карте (U, xi) задана линейная связность 



  с компонентами Гi
jk и связность  с компонентами i

jk в 

натуральном репере. С помощью связности 


  можно постро-

ить лифты тензорных полей, а также горизонтальный лифт H 

связности  на расслоение дважды ковариантных тензоров. 

7. H-лифт: )(10 nM  ))(( 0
2

1
0 nMT , 

ij
ih

Vh
sjmj

Vm
si

Vs

k

VkH

x
xГxГX

x
XX









 ))()(()()( , 

iX   

компоненты векторного поля Х. 

8. H-лифт: )M( n
3
0  ))M(T( n

0
2

1
0 , H

plm
VlmpH x)Y(Y  , 

Ylmp — компоненты тензорного поля Y, H
p - H-лифт векторного 

поля 
pp

x


 . 



9. H-лифт линейной связности , который является ли-

нейной связностью H на расслоении )(0
2 nMT и удовлетворяет 

условиям: 
V

X
VH

X

HH

Q

H
X

HH

X

VH

Q
)Q(Q,0X,)Y(Y,0W HVHV        

для любых тензорных полей Q, W  2
0(Mn), X, Y  0

1(Mn). 

Так как Vj

ij

ij )dxdx(
x

i 



 , и векторные поля ( H

p , ij ) 

образуют поле адаптированного репера на расслоении, то  

,0ksH
ij 


,)( H

k
Vk

ij
H
j

H
H
i




,0H
k

H
ij 



pqVj
p

k
iq

k
q

j
ip

jkH )(H
i




. 

Можно показать, что определенные выше отображения не 

зависят от выбора локальных координат. 

Кривизна и кручение связности Н [1]: 

0)W,Q(T
~ VV  , 

V
XX

HVVH )QQ()X,Q(T
~

)Q,X(T
~ 

 , 

21 VVHHH ))Y,X(R())Y,X(R())Y,X(T()Y,X(T
~ 

 , 

0U)W,Q(R
~ VVV  , 0Y)X,Q(R

~ HHV  , 

0Y)W,Q(R
~ HVV  , 

0W)X,Q(R
~ VHV  ,

HHHH )Z)Y,X(R(Z)Y,X(R
~

 , 

V
21

VHH ))Y,X(RQ)Y,X(RQ(Q)Y,X(R
~

  

2. Инфинитезимальные аффинные преобразования 

 связности H на расслоении )(0
2 nMT .  

Пусть X
~

 — произвольное инфинитезимальное аффинное 

преобразование связности Н на расслоении дважды ковари-

антных тензоров. Необходимым и достаточным условием этого 

является: 0L H

X
~  . 
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Найдем локальное представление производной Ли от го-

ризонтального лифта связности в адаптированном репере: 

 pqijpqijH

X
~ ),X

~
(R

~
),(L  

),X
~

(T
~

)),X
~

(T
~

(X
~

)X
~

( pqH
ij

pqH
ij

H
pqH

ij

H
pq

H
ij 






. 

Используя значения тензоров кривизны и кручения и опреде-

ление горизонтального лифта связности, получим 

  ),(L pqijH

X
~ )),X

~
(T

~
()X

~
( pqH

ij
H

pq
H

ij 


. 

Локальное представление поля X
~

 относительно адаптирован-

ного репера имеет вид: 
rs

rs
H
k

k X
~

X
~

X
~

 . Поэтому 

)).,X
~

(T
~

()),X
~

(T
~

(

))X
~

(())X
~

((),(L

pqrs
rs

H
ij

pqH
k

kH
ij

rs
rs

H
pq

H
ij

H
k

kH
pq

H
ij

pqijH

X
~









               

 

Обозначим i
jk

i
jk

i
jkS  , тогда окончательно получим: 

.
mrkijp

m
q
kr

q
r

p
km

mr
mr

pqijH
k

kpqijpqijH

X
~

)X
~

()SS(

))X
~

(())X
~

((),(L




 

Таким образом, H

X
~L  ( ij, pq) = 0 тогда и только тогда, 

когда 

 .X
~

()SS())X
~

((,0))X
~

(( )
kijp

m
q
kr

q
r

p
kmmr

pqijkpqij   

Из первой группы уравнений системы 0))X
~

(( kpqij  сле-

дует 
k

lm
lmkk BxAX

~
 , где klmk B,A   — функции, постоянные 

на слоях. 

Интегрируем вторую группу уравнений с учетом полу-

ченного результата: 

 
ijkp

m
q
kr

q
r

p
kmmr

pqij A)SS())X
~

((  , 

 pq
mrij

ijkp
m

q
kr

q
r

p
kmmr

pq CxA)SS()X
~

(  , ),...,,( 21 npq
rs xxxC  — 

функции, постоянные на слоях. Окончательно: 



 mrpq
pq
mrpqij

ijkp
m

q
kr

q
r

p
kmmr DxCxxA)SS(X

~
 ε , mrD   посто-

янные на слоях функции, коэффициент =1, если в правой ча-

сти полученного выражения qjpi  , , и  = 
2

1
, если i=p, j=q. 

Используя определенные выше лифты и обозначая: 

 pq
kmrW p

m
q
kr

q
r

p
km SS  , 

 rm
qpji

pq
kmr

ijk dxdxWAWA  , 

 mr
pqij

Vijpq
mr

V
xx)P(P

2

 ε , 

получим разложение инфинитезимального аффинного преоб-

разования горизонтального лифта связности на расслоении 

дважды ковариантных тензоров в виде: 
2VVVHH )WA(DCBAX

~
  . 

Легко заметить, что AH +BH +CV+DV+
2V

)WA( ε =0 тогда и 

только тогда, когда А=0, В=0, С=0, D=0. Действительно, ис-

пользуя локальное представление каждого слагаемого и неза-

висимость полей адаптированного репера, получим 
k

lm
lmk BxA  = 0, и 0xxWADxC pqij

pq
krs

ijk
rslm

lm
rs  ε . Продиф-

ференцируем по xij обе части каждого равенства: 

0)BxA( k
lm

lmkij  , отсюда Aijk = 0 и Bk = 0. Аналогично, 

ij( rslm
lm
rs DxC  ) = 0 тогда 0D,0C rs

lm
rs    . 

Таким образом, B =0, D = 0, A = 0, C =0. 

Докажем единственность разложения векторного поля X
~

. 

Предположим, что существует другое разложение  

X
~

= A1
H + B1

H + C1
V + D1

V +
2V

1 )WA( ε  тогда 

 AH+BH+CV+DV+
2V

)WA( ε =AH
1+BH

1+CV
1+DV

1+
2V

1 )WA( ε , 

отсюда 

 (A—A1)
H+(B—B1)

H+(C—C1)
V+(D—D1)

V+
2V

1 )WAWA( ε =0 



Л.В. Степанова, Т.Л. Мелехина 

117 

 

По доказанному выше получаем: A=A1, B=B1, C=C 
1, D =D1 — 

что доказывает единственность разложения векторного поля 

X
~

 в полученном виде: X
~

= AH + BH + CV+ DV +
2V

)WA(  . 

 
Список литературы 

 

1. Монахова О.А. Горизонтальный лифт линейной связности на 

расслоение дважды ковариантных тензоров / Диф. геом. многообр. 

фигур. Калининград, 2005. Вып. 36. С. 88—92. 

 

O. Monakhova 

 

DECOMPOSITION FOR INFINITESIMAL AFFINE 
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We construct decomposition for infinitesimal affine transfor-

mation of horizontal lift of linear connection оn the bundle of the 

tensors of the type (0,2). 
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О РАЗМЕРНОСТЯХ АЛГЕБР ЛИ 

ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫХ АФФИННЫХ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ПРЯМОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ 

ПРОСТРАНСТВ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ 

 
Устанавливается наибольшая размерность алгебр Ли 

инфинитезимальных аффинных преобразований пря-

мых произведений двух пространств аффинной связно-

сти при условии, что по крайней мере одно из них не 

является локально проективно плоским. 




